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DEL A

1. Vihar f/(z,y,2) = [siny,zcosy, —2ze* ] = f'(a,b,c) = [v/3/2,1/2,0]. Tan-
gentplanets ekvation #r da f'(a,b,c)[z —a,y —b,z —c]T =0,d vs

2. f:s derivata ar
1 1 1 1 1
f,(xvyaz):[_za_x _y:| = f,(17231>:|:17_372:|7

och eftersom riktningsvektorn redan dr normerad ges riktningsderivatan av

T
f/ 1)171 1727_2 :—2
2 3'3 3

3. Maclaurinutveckling av den rationella termen ger
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Det faktum att forsta ordningens termer forsvinner ar liktydigt med att (0,0) ar
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+0(3).
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en kritisk punkt. Vidare ar principalminorerna
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bada positiva. Det ar alltsa fraga om en lokal minimipunkt.



4. Lat B ={(z,y,2) € R® | 22 4+y?+ 22 < 22}. Pa grund av den sfiriska symme-
trin &r [[[}, 22dV =  [[[5 2%dV och [[[z2?dV = [[[5y*dV = [[[5 2*dV. Vi kan

darfor gora foljande forenklande omskrivningar innan vi berdknar integralen:

1
/// (2% 4+ y? — 2%)dadydz = = /// (2% +9? — 2H)dadydz =
D 2 B
1 1
= —/// 22dadydz = = /// (2% 4 32 + 2%)dadydz =
2 B 6JJ/B
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1 21 ™ 2
= {sfériska koordinater} = — / dp / sin 6d6 / prdp = =—.
6 Jo 0 0 15

5. Insittning av tanz = o + O(z3) och direfter maclaurinutveckling ger
1 1

1@ = s ~ T3 27 0@

=1—(2+0@@*) + (2 +0E*))? + 0% =1 -+ 2%+ 0.

6. Om F = (F, F,) har en potential U, maste U, = Fy = 32%y? + ye*" % cos z.
Integration med avseende pa = ger U (z,y) = 23y? +yeS"*+ A(y), vars y-derivata vi
identifierar med Fy: 223y + 5% 4+ A'(y) = 223y + 5%, Enklast viljer vi A(y) = 0.
Den funna potentialen U(z,y) = z3y? + yes"? satisfierar F = VU i hela R? och
F ar alltsd ett konservativt vektorfalt.

7. Gauss’ sats ger

//aDF.Ndsz///DdideV:2///}3(z+$2)dV

Eftersom x +— xz ar udda och cylindern &r symmetrisk med avseende p& origo i

x-led, ger integrandens andra term inget bidrag. Flodet ar darfor

1
/// 2de:// dzdy / 2zdz = .
D 224y2<1 Jo

8. Uppgiften #r att maximera omkretsen f(z,y) = mx?/2+ 2y under bivillkoren
g(z,y) = 2+ mzr+2y—4—m =0 och xz,y > 0. Det ar uppenbart att bivill-
koren definierar en sluten och begrinsad delmingd av R?, och eftersom f #r en
kontinuerlig funktion, antar den ett storsta och ett minsta virde p& denna méngd.

P4 randen &r z = 0 eller y = 0, varav den forsta randpunkten ger arean 0.

y = 0 tillsammans med villkoret g(x,y) = 0 ger

dam (kN _7(ddm 2
x = — =— .
247 247 2\2+7
Detta viirde sparas som kandidat. I ett optimum i det inre av méngden méaste f’
och ¢ vara linjart beroende. Med f'(z,y) = [rx + 2y, 2z] och ¢'(z,y) = [2+ 7, 2]




fas 2 + 4y = 4z + 27 & x = y. Kravet g(x,y) = 0 innebar da att y = 1, som
ger f(1,1) =7/2+ 2. Men

A4+7
f<2i—wvo)_z<4+7r>2 2 w(d+m) 3.2(4+3.2)_23.04<1

= = < =
f(1,1) 2\2+7) 447 (2472 (2+3.1)2 26.01
Detta visar att 7/2 4 2 4r den maximala arean.

DEL B

9. Vi tar forst fram sambanden mellan de partiella derivatorna i (z,y)- och (r,v)-

2

koordinatsystemen. Avstandet till origo ges av r? = 22 + y2. Derivering med avse-

ende pa z respektive y ger

2rry = 2x r>0 Ty = 09sv '
2rry = 2y Ty = sinv

Vidare fas, genom y-derivering av & = r cosv och z-derivering av y = rsinv,

{ 0 = rycosv —rsinvo, =sinv(cosv —rvy) >0, vEmn/2 { vy = — sinv/r

0 = rysinv + rcosv vy = cosv(sinv + rvy) vy = cosv/r

och kedjeregeln ger slutligen

Zy = ZpTg + ZpUp = 27 COSV — 2y sinv/r
2y = ZpTy + ZyUy = 2y sinv + 2, cosv/r

Overgang till polira koordinater ger den partiella differentialekvationen utse-
endet r(z, cosv +sinv) = 0. Om r > 0 # cosv kan vi 16sa ut

3}
zy = —tanv = —In|cosv| = z(r,v) =In|cosv| + G(r).

ov

Atergangen till kartesiska koordinater sker enklast genom att addera och subtra-
hera Inr:

In|cosv| +Inr+ G(r) —Inr =In|rcosv| + F(r?) = In|z| + F(z? + ),

dar F liksom G &r en godtycklig kontinuerligt deriverbar funktion av en variabel.
Man &vertygar sig litt om att z(x,y) = In |z| + F(2? + y?) 16ser den ursprungliga
differentialekvationen for alla (z,y) € R2.

10. Integranden &r pé& formen (P(z,y),Q(z,y)) - (dz,dy), dér Q, — Py = —f —
xfz — f —yfy = 0 enligt férutséttningarna. (P, Q) ar alltsé ett konservativt vektor-
falt och kurvintegralens viarde bestams entydigt av integrationsvigens andpunkter.
For att visa det andra pastiendet, antag att P; = (a,b) och P, = (Ta,Tb),

Py

T € R. Det giller (%) — g(P1) = [p' — 121 = fgz. En vig fran P till P, kan

parametriseras (x,y) = (at,bt) och 1 <t <T (eller T <t <1om T < 1). Vi far

T T
g(Py) —g(Py) = /1 (btf(at,bt)a — atf(at,bt)b)dt = /1 0dt =0

oberoende av T



11. Enligt Gauss’ sats géller HSF -NdS = fffD divFdV, § = 0D. Flodes-
integralen antar alltsd sitt storsta virde om D &r hela den delmingd av R? dar
divF > 0. I vart fall & divF = 3(1 — 2% — y? — 2%) > 0 i hela enhetsklotet
B ={(x,y,2) € R| 2% +y? + 22 < 1}. Saledes:

mgx//SF-NdS:///BS(l—xz—yg—zQ)dV:

2m T 1
= {sfériska koordinater} = 3/ dy / sin 6d6 / (1—p?)p?dp = 8%
0 0 0

12. Enligt ledningen kan vi for varje (z,y,2) vilja A\ = 3/(x + y + 2), s& att
olikheten 6vergar i (zyz)'/? < 1 < xyz < 1. Formulerad som ett optime-
ringsproblem &r uppgiften att visa att maximum av f(z,y,2) = xyz under bi-
villkoren ¢(z,y,2) = x +y + 2 —3 = 0 och z,y,z > 0 ar hogst 1. Eftersom
{(z,y,2) ER3 | 2 +y+ 2 =3, x,y,2 > 0} &r kompakt och funktionen f konti-
nuerlig, antas sikert ett maximum p& méngden. f(z,y,z) = 0 pa rianderna, dar
maximum alltsd inte antas. I ett maximum i det inre av méngden maste f’ och
¢’ vara linjart beroende. Med f'(z,vy, 2) = [yz, 2, xy| och ¢'(z,y,2) = [1,1,1] fas
fllld = z2=y=2=1 = f(x,y,2) < f(1,1,1) = 1 som Onskat.



