Losningsforslag till tentamen i 5B1105, Differential- och Integralkalkyl I, del 2, 2002-03-04.

1. Ytan &r nivaytan F' =1 till funktionen F(z,y,2) = 2%z + 2° + y2z°. En normalvektor n till ytan ges da av
VF = (32°z+ 2z, 2°, 2® + 3y2°). 1 punkten (1,—1,1) fas n = (5,1, —2). Tangentplanets ekvation &r da
5z 4+ y — 2z = C. Insdttning av punkten ger C = 2. ’ Svar: Sz +y — 2z = 2.

2. De kritiska punkterna fas ur systemet:

of 2
- _ oy — 1
B 62" —8x+2y=0 (1)
g—z =2r—2y=0 = x =y, insdttningi (1) ger 6z(x —1) =0 = (z,y) = (0,0) eller (1,1).
2 2 2
De partiella derivatorna av ordnig tva ges av: A = % =122 -8, B= aaxgy =2,C= g—y]; =—
(0,0): AC—B*=12>00ch A=-8<0 = max. punkt.
(1,1): AC — B*=-12<0 = sadelpunkt. ‘ Svar: (0,0) — max. punkt, (1,1) — sadelpunkt. ‘
3. Duf = Vf-udir [ul = 1. Vf = (e, —e*¥) — Vf(0,0) = (1,~1). u = %(1,1) ger
1 . . . VvV £(0,0) 1 : .
Duf(0,0) =(1,-1)-—=(1,1) = 0. Dy f(0,0) &r maximal dd u = ————--= = — (1, —1). Maximala vérdet
(0.0 = (1-1) (1.1 (0,0) T = 50
blir (1, -1) - %(1, —1)=+v2. |[Svar: D(%ﬁ)f(o,o) =0. Duf(0,0) < V2; likhet dd u = %(1, —1).

4. Parabeln y = z och linjen y = 1 skiir varandra i punkterna (=1,1) och (1,1); omradet D ges da av
olikheterna D = {(z,y) : -1 < z < 1, 2 <y < 1}. Termen zy ar en udda funktion av z och D &r
symmetriskt med avseende pa y-axeln. Den ger da inget bidrag och vi far

1 1 11,3711 1 771
2 2 Yy 1 6 2 x 4
dzdy = d dy = =| dr=< l-2)de=Z|ze——=| =<
[[ o= [as = [ 5] e [ o=t = G- =
D
Svar: 4/7.

5. Randen till kroppens projektion D pa zy-planet fas genom att eliminiera z ur ekvationssystemet

z:873x27y2
z=x2+3y2

vilket ger 2 + y2 = 2. Kroppens volym ges da av integralen

V://[(8—3x2—y2)—(m2+3y2)]dxdy:4//(2_x2_yz)dmdy:{x:rcow}

y=rsingp
2m V2 i V2
:4/ d(p/ (271“2)7"(17':87{7”27—] = 8.
0 0 4],

6. Teckna h =x — 1 och k =y — 1. For sma h och k ar

AT
fA+h1+k) =1+h)(1+k) —cos(h—k)=1+h+k+hk— (17(th)+O((hfk)4))
K
=h+k+—+—+00",
2 2
dar r = |(h, k)|. Taylorpolynomet P>(z,y) av grad 2 kring (1,1) ges da av
(x-1)* (y-1)7°

Fran Taylorpolynomet utliser man att fo(1,1) = 1 # 0. Punkten (z,y) = (1,1) &r dérfor inte kritisk, och
dirmed ingen lokal extrempunkt.

@-1* (-1

Svar: Py(z,y) = (r—1)+(y—1)+ 2 2

- Punkten (1, 1) &r inte en lokal extrempunkt.




7. Vi anviander Lagranges multiplikatormetod och bildar funktionen L(z,y,A) = 2 +y 4 )\(x2 +zy+y°— 3).

OL

— = 2 2 = 1
. T+ 2 x + Ay 0 (1)
oL

— = 2 2 = 2
By Y+ Ax + 2\y 0 (2
oL 2 .

(1 —z-(2)=0 ger Az® —y*)=0. A=0 ger z =y =0 som ¢j loser (3). y° = 2 ger y = +u.

=ux: (3 ) ger z° =1 = z = +1, d.v.s. punkterna (1,1) och (=1, —1).

y=—x: (3) ger 2> =3 = z = +V/3, d.v.s. punkterna (—v/3,v/3) och (v/3,—/3). Avstandet fran origo
ges av \/x2 +y2. +(1,1) ger avstand V2 och £(v/3, —V/3) ger avstand V6.

‘ Svar: Punkterna £(1, 1) befinner sig ndrmast och :I:(\/g, —\/5) langst ifran origo.

8. Teckna F(z,y) = (P(z,y), Q(z,y)) = (cos(z®) — z°y, y* + y°z). Anvindning av Greens sats ger

7{C(cos(x2) —2’y)de + (y* +yPr) dy = // (G—Q — 8—P) dxdy = // (z* +y°) dedy

2+y2<1 2+y2<1

x =rcosV 2
= . = dy TdT— —.
y = rsind

Svar: —-
ar

9. Integranden ar singulér i origo. Byte till polara koordinater ger

1
I = lim (/ / 'rln— drdﬂ) = —27 lim rinr® dr.
e—0t e—0t J¢

Vi integrerar partiellt och anvénder sedan det bekanta gransvardet lim (elne) = 0:

e—0

1 1 1
I=—7 lim ([r2 In 7‘2} —/ r?. 2 dr) = —7 lim |:T2(1n’l“2 - 1)} = .
e—0t e e T e—0+ €

10. a) For att vektorfaltet F ska vara konservativt kravs att att

i j Kk
. _ 0] 7] 0] _ 9 9
0=rotF = p a9y gy = (bx+3y" —3z—by", 3y — by, 2z + 3z — ax — 3z2).

axy + 3yz 2 + 3zz + by2z bry + y3

Faltet ar virvelfritt dd a = 2 och b = 3, d.v.s. F(z,y,2) = (2zy + 3yz, z? 4 3zz + 3y°z, 3Ty + yg).
b) Lat ®(z,y,z) vara den sokta potentialen. Villkoret g—q) = 2y + 3yz medfor att ®(x,y,2) = 2°y +
x

[
3xyz + f(y, 2). A andra sidan &r z° + 3zz + 3y2z = g—y =a? + 3xz2 + g—; d.v.s. Z—ch = 3y2z och da &r
0] / o /
f(z,y) = ¥*z + g(2). Slutligen maste 3zy + ¢y° = oo = 3zy +y° + ¢'(2), sé att ¢'(z) = 0 och g(z) = C.

0z
V&lj C = 0 och da ar ®(z,y, 2) = 2’y + 3zyz + 2.
c) Faltet ar konservativt pa hela R® och integralen ar darmed oberoende av végen.

/ F.-dr = / d® = ®(r(1)) — ®(r(0)) = ®(0,1,1) — ®(0,0,0) =1 — 0= 1.
C C

Svar: a) a = 2 och b= 3; b) ®(z,y,2) = 2’y + 3zyz + ¥°2; c) / F.dr=1
c




11. Vibildar en sluten yta genom att lagga till den plana cirkelskivan S1 med radie 1 i zy-planet, S1 = {(z,y, 2) :
224+y><1,z= 0}. Da kan vi anvdnda Gauss’ sats. divF = 2zy + 1 — y ger

.13
//F-NdS:///didexdydz:///(2:1:y+1—y)d:rdydz:/// dxdydz:%‘mgl :%ﬂ.
1%

S+51 \4 \4

(Integralerna /// 2zy dxdydz = /// ydxdydz = 0 pa grund av symmetrin.)
v v

Vi maste dra bort // F-N,dS dir N; = (0,0, —1) (den utatriktade normalen). F-N; = —z” + yz. D4

S1
z =0 pa Sy far vi

_ . 27 1
//F.NldS:_//xdedy:{z:;z?rjg}:_/ ot 9o [+ rar
- 0 0
S1 S1

27
:_1/ 1+cos219d19:_2.
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Slutligen fas den sokta flodesintegralen ur

. - ~ 2r o 117
//F»NdS—//F-Ndsf//F«l\hdS—?Jrz—ﬁ‘
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117

Svar: 53

12. a) Verifiera forst att punkten (1,—1) satisfierar F/(1,—1) = 0. Den partiella derivatan Z—F(l,fl) =
Y

[z + 2y +2](1,—1) = 1 # 0. Enligt Implicita funktionssatsen existerar en omgivning av = = 1 dér ekvationen
F(z,y) = 0 bestdmmer y som en kontinuerligt deriverbar funktion av z som satisfierar F(z,y(x)) = 0.

/ 1 1 1
I (o) 2 oy
For att berdikna y'(1) och y” (1) deriverar vi ekvationen tva ganger implicit m.a.p. z:

b, ¢, d) Taylorpolynomet P>(z) till y(z) kring punkten x = 1 ges av P>(z) = —1+

0= %F(x,y(x)) =2 +y—1)+ (@ +2y+2)y (2)

2

0= 22

F(z,y(x)) =2+y'(2) + (1 + 2/ (2))y'(2) + " (2) (= + 2y + 2).

Substitution av punkten (z,y) = (1,—1) ger nu de sokta derivatornas virden: y'(1) = 0 och y"(1) = —2.
Eftersom y'(1) = 0 och 3 (1) = —2 < 0 har y(z) ett lokal maximum i punkten z = 1.

Svar: ¢) Px(z) = —1 — (z — 1)*; d) Funktionen y(x) har ett lok. max i punkten z = 1.




