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1. Lös differentialekvationen
y′′ + 9y = x2

Lösning:
y′′ + 9y = 0 har karaktäristisk ekvation r2 + 9 = 0, vilken har rötterna r = ±3i. Den
allmänna lösningen till homogena ekvationen är då yh = A sin 3x + B cos 3x.
För att finna en partikulärlösning till y′′+9y = 0 görs ansatsen yp = ax2 +bx+c. Härav
erhålls y′ = 2ax + b och y′′ = 2a och insättningen i ekvationen ovan ger:

2a + 9 ( ax2 + bx + c ) = x2

Det linjära ekvationssystemet ger:

9a = 1
9b = 0

2a + 9c = 1

vilket ger lösningen a = 1
9 , b = 0 , c = − 2

81 . Alltså yp = 1
9x2 − 2

81 och allmän lösning
till givna ekvationen är y = A sin 3x + B cos 3x + 1

9x2 − 2
81 .

2. Bestäm

lim
x→0

x2 − sinx2

x4

Lösning:
Sätt t = x2 och använd taylorutv: sin t = t − t3 H(t), där H(t) är begränsad i en
omgivning av t = 0. Därav erhålls:

lim
x→0

x2 − sinx2

x4
= lim

t→0

t− sin t

t2
= lim

t→0

t3 H(t)
t2

= lim
t→0

t H(t) = 0

3. Bestäm lokala extrempunkter ( och deras karaktär ) och lokala extremvärden för funk-
tionen f(x) = x(lnx)2, x > 0.

Lösning:
f(x) = x(lnx)2, x > 0 ger f ′(x) = x 2(lnx) 1

x + (lnx)2 = (lnx + 2) lnx = 0, som har
lösningen x = 1 och x = e−2. Teckenstudium ger lokalt max för x = e−2 och lokalt min
för x = 1. Extremvärden: f(e−2) = 4e−2 och f(1) = 0.

4. Beräkna höger- och vänsterderivatan för x = 0 för funktionen f , definierad av

f(x) =

{
x

e−
1
x +1

x 6= 0

0 x = 0
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Lösning:
För x 6= 0 gäller:

f(x)− f(0)
x− 0

=
f(x)

x
=

1

e−
1
x + 1

Studera nu:
limx→0+ e−

1
x = 0 → f ′+(0) = 1

limx→0− e−
1
x = ∞ → f ′−(0) = 0

5. Visa att
lnx <

√
x− 1√

x
, x > 1

Lösning:
Sätt f(x) =

√
x− 1√

x
− lnx, x ≥ 1. Derivatan i detta område blir:

f ′(x) =
1
2
x−

1
2 +

1
2
x−

3
2 − 1

x
=

x + 1− 2
√

x

2x
3
2

=
x + 1− 2

√
x

2x
3
2

=
(
√

x− 1)2

2x
3
2

> 0

f är nu kontinuerlig på [1,∞). Härav följer att f växer på [1,∞). men f(1) = 0, vilket
medför att f(x) > 0 för x > 1, som ger den sökta olikheten.

6. Beräkna längden av kurvan

y =
1
3
x

3
2 −

√
x, 1 ≤ x ≤ 4

Lösning:
y = 1

3x
3
2 −

√
x för 1 ≤ x ≤ 4, ger y′ = 1

2x
1
2 − 1

2x−
1
2 och alltså (y′)2 = 1

4x+ 1
4x −

1
2 . Vidare

gäller 1 + (y′)2 = 1
4x + 1

4x + 1
2 = (1

2x
1
2 + 1

2x−
1
2 )2 och

√
1 + (y′)2 = 1

2x
1
2 + 1

2x−
1
2 .

Längden L av kurvan ges av:
4∫

1

√
1 + (y′)2 dx =

1
2

4∫
1

(
1
2
x

1
2 +

1
2
x−

1
2 ) dx =

1
2
[
2
3
x

3
2 + 2x

1
2 ]41 = . . . =

10
3

7. Undersök om integralen
∞∫
1

arctanx

x2
dx

är konvergent. Bestäm i så fall dess värde.

Lösning:
Gäller att 0 ≤ arctan x

x2 ≤ π
2x2 för x ≤ 1 och

∫∞
1

1
x2 dx är konvergent, vilket medför att∫∞

1
arctan x

x2 dx är konvergent.
Partialintegration ger

∫ T
1

arctan x
x2 dx = [− 1

x arctanx]T1 +
∫ T
1

1
x(1+x2)

dx. Gränsvärde när
intervallet T → ∞ ger I =

∫∞
1

arctan x
x2 dx = arctan 1 +

∫∞
1

1
x(1+x2)

dx. Men detta ger
efter partialbråksuppdelning på den sista integralen I = π

4 +
∫∞
1

1
x −

1
1+x2 = π

4 + [ln x−
1
2 ln (1 + x2)]T1 = . . . = ln T√

1+T 2
+ 1

2 ln 2. Varav det sista uttrycket går mot 0 i gränsen
T →∞, varför svaret blir I = π

4 + 1
2 ln 2
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8. Konvergerar följande summa?
∞∑

n=1

(−1)n−1 1
en − en−1

Bestäm i så fall summan.

Lösning:
Sätt an = (−1)n−1 1

en−en−1 , n = 1, 2, 3 . . .. Men an = (−1)n−1 1
en−1(e−1)

= 1
e−1(−1

e )n−1.
Enligt formeln för geom. serie fås:

∞∑
n=0

an =
1

e− 1

∞∑
n=0

(
−1
e

)n =
1

e− 1
1

1 + 1
e

=
e

e2 − 1
, | − 1

e
| < 1

9. Bestäm en primitiv funktion till funktionen (tan
√

x)2 på intervallet 0 < x < 1.

Lösning: ∫
(tan

√
x)2 dx =

(
t =

√
x, dx = 2t dt

)
. =

∫
tan2 t 2t dt =

2
∫

(1 + (tan2 t)) t dt− 2
∫

t dt = 2(tan t)t− 2
∫

tan t dt− t2 =

2t tan t + 2 ln cost− t2 + C = 2
√

x tan
√

x + 2 ln cos
√

x− x + C

10. Beräkna gränsvärdet ( om det existerar )

lim
n→∞

1√
nen

n+1∫
n

√
x ex dx

Lösning:
Definera en talföljd an enligt:

an =
1√
n en

n+1∫
n

√
xex dx, n = 1, 2, 3 . . .

Då fås:
1√
n en

√
n

n+1∫
n

ex dx ≤ an ≤
1√
n en

√
n + 1

n+1∫
n

ex dx

vilket ger:
1
en

(en+1 − en) ≤ an ≤
√

n + 1
n

1
en

(en+1 − en)

och

e− 1 ≤ an ≤
√

n + 1
n︸ ︷︷ ︸

→ 1, n→∞

(e− 1)

Instängningsprincipen ger limn→∞ an = e− 1
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11. Visa att ekvationen e
1
x = n x, där n är ett positivt heltal, har exakt en reell rot. Om

roten betecknas med an , visa att

lim
n→∞

an lnn = 1

Lösning:
För x < 0 är e

1
x > 0 och nx < 0 vilket medför att ekv. e

1
x = nx inte har några negativa

rötter. Sätt f(x) = e
1
x − nx för x > 0.

Där är f kontinuerlig och avtagande och f(x) → ∞ då x → 0+, och f(x) → −∞ då
x →∞, vilket medför att f har exakt ett primitvt nollställe ( satsen om mellanliggande
värden ). Ekv. e

1
x = nx har exakt en reell rot an och an > 0.

e
1

an = n an ger
1
an

= ln n + ln an (∗)

lnn =
1
an
− ln an =

1
an

+ ln
1
an
≤ 2

1
an

vilket ger:

an ≤
2

lnn
, medför an → 0 n →∞

Ekvationen (*) ger nu:
1 = an lnn + an ln an

Omskrivet:
an lnn = 1− an ln an

Då an → 0 fås att an ln an → 0 vilket medför att an lnn → 1 då n →∞.
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