LOSNINGSFORSLAG TILL TENTAMEN PA KURSEN 5B1106,
DIFFERENTIAL- och INTEGRALKALKYL II .del 1, for F,
mandagen den 17 december 2001 kl. 8.00-13.00

1. Los differentialekvationen
y// + 9y — x2
Losning:
y" 4+ 9y = 0 har karaktiristisk ekvation r2 + 9 = 0, vilken har rétterna r = 43i. Den
allménna l6sningen till homogena ekvationen ar da y, = Asin 3z + B cos 3.

For att finna en partikuldrlosning till y” 49y = 0 gors ansatsen y, = az® + bz +c. Hirav
erhalls 4y = 2az + b och y” = 2a och insittningen i ekvationen ovan ger:

2a +9 (ax® +bx +¢) = 2*

Det linjéra ekvationssystemet ger:

9a =
9% = 0
2a 4+ 9c
vilket ger 16sningen a = % ,b=0,c= —8%. Alltsa y, = %xQ — % och allmén l6sning
till givna ekvationen ar y = Asin3x + B cos 3x + %xQ — 8%.
2. Bestam
2?2 —gina?
lim —————
z—0 X
Lésning:

Sétt t = 22 och anviind taylorutv: sint = t — 3 H(t), dir H(t) ir begrinsad i en
omgivning av ¢ = 0. Darav erhalls:
T4 —sinzx . t—sint ) t3H(t)

Iy =lm = =l = e =0

3. Bestam lokala extrempunkter ( och deras karaktér ) och lokala extremvérden for funk-
tionen f(x) = z(lnz)?,z > 0.
Losning:
f(z) = z(lnz)®, 2 > 0 ger f'(z) = 22(Inz) 2 4+ (Inz)? = (Inz + 2) Inz = 0, som har
16sningen = = 1 och = = e~2. Teckenstudium ger lokalt max for 2 = e~2 och lokalt min
for = 1. Extremviirden: f(e=2) =4e~2 och f(1) = 0.

4. Berdkna hoger- och vinsterderivatan for = 0 for funktionen f, definierad av

z z#0
f(@:{ S O




Lésning:
For z # 0 géller:

Studera nu:
lim, g+e 2 =0 — fl(0)=1

lim,_,o- er =00 — fL(0)=0

. Visa att )
Inz <V — — z>1

NGk
Lésning:
Satt f(z) =z — % —1Inz, x> 1. Derivatan i detta omrade blir:

1 5 1 z24+1-2yx z+1-2yz (Vz-1)2
53: o T N 2x% N 23;% N Qx% =0
f &r nu kontinuerlig pa [1,00). Héarav foljer att f vixer pa [1,00). men f(1) = 0, vilket
medfor att f(z) > 0 f6r = > 1, som ger den sokta olikheten.

@)= 5o7i +

. Berékna langden av kurvan

1
y:§x%—\/5, 1<z<4
Losmng ) )
y = 3x2—ffor1 <x<d,gery =iz —1a72 challtsa( 2 = 1x+ L — 1. Vidare
géller 1+ (y/)? —Zx—l—ﬂ—i-g—(%x% + 3 ~2)2 och /1 + (y —%x%—i-%_%.
Léngden L av kurvan ges av:
4 4
1 1+ 1 _1 1.2 3 1.y 10
/\/1+(y’)2dx:2/(2a:2+2x 2)da::§[§:c2+2a:2]1: =3
1 1
. Undersok om integralen
o0
t
/arc z;nx dae
x
1
ar konvergent. Bestdm i sa fall dess vérde.
Losning:
Géller att 0 < amanx < 7% for x < 1 och fl xQ dx ar konvergent, vilket medfor att
floo ”‘;ﬂ dx ar konvergent
Partialintegration ger flT UCLENT ] = [~ arctan ] + flT m dz. Grinsvirde nir
intervallet T — oo ger I = floo arc;anx dr = arctan1 + fl )daz Men detta ger
efter partialbraksuppdelning pa den sista integralen [ = 7 + f -3 +x2 =T+ [nx—
tm(l+2))f =...=In \/% + 31In2. Varav det sista uttrycket gar mot 0 i gréinsen
T — oo, varfor svaret blir I = 7 + %an



8.

10.

Konvergerar féljande summa?

s 1
-1
Z(_l)n en _en—l

n=1
Bestéam i sa fall summan.
Losning:
Satt ap — (_1)7’1—1@ , N = 172,3. ... Men ap — (_1)n_16"+(6—1) = 6—%(_%)”_1
Enligt formeln for geom. serie fas:

-1 1 1 e 1

= — — _ 1
Zan e—lz( )" 6—114—% e2 -1’ | e‘<

Bestdm en primitiv funktion till funktionen (tan+/z)? pa intervallet 0 < x < 1.

Losning:
/(tan\/i)zd:c =(t=vVa, drx=2tdt).= /tanthtdt =
2/(1 + (tan?t)) t dt — 2/tdt = 2(tant)t — 2/tantdt—t2 =

2ttant + 21ncost — t2 + C = 2/ tan/z + 2Incos Vz — z + C

Berdkna gransvirdet ( om det existerar )

n+1

/ VTt da

lim

n—o00 \/>e

Lésning:
Definera en talfoljd a,, enligt:

n+1
an = /fe de, n=12,3.
Vner
Da fas:
n+1 n+1
1
n\f/e dx < a, < n\/n—i—l/exdaz
vne e
n
vilket ger:
1 11
671(6""_1—6”) <ap < n;t e—n(e”“—en)
och
1
e—1<ap< /20 (e—1)
n
——

—1, n— oo

Instangningsprincipen ger lim, . a, =€ —1



11. Visa att ekvationen e — nx, dir n ar ett positivt heltal, har exakt en reell rot. Om

roten betecknas med a,, , visa att

lim a,lnn =1

n—oo
Losning: ) .
Forxz <0 é&rez >0 (1)ch nx < 0 vilket medfor att ekv. ez = nz inte har nagra negativa
rotter. Satt f(x) = ex —na for x > 0.
Dér ar f kontinuerlig och avtagande och f(z) — oo d& z — 0, och f(x) — —oo da
x — 00, vilket medfor att f har exakt ett primitvt nollstélle ( satsen om mellanliggande
varden ). Ekv. ex = nz har exakt en reell rot an och a, > 0.

1 1
em =na, ger — =Inn+Ina, (%)

an
1 1 1 1
Inn=——-Ina,=—+In— <2—
an anp an an
vilket ger:
an < o medfér a, -0 n — oo
n

Ekvationen (*) ger nu:
l=a, Inn+a, Ina,

Omskrivet:
aplnn=1-a, Ina,

Da a, — 0 fas att a, Ina,, — 0 vilket medfor att a, Inn — 1 da n — oo.



