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Uppgift 1
y′′ + y′ − 2y = 0 har karakteristisk ekv. m2 + m − 2 = 0 vilken har rötterna
m = 1 och m = −2. Den allmänna lösningen till homogena ekvationen blir
därmed yH = Aex + Be−2x. För att hitta en partikulärlösning till den givna
ekvationen gör ansatsen y = ax2 + bx + c. Man får y′ = 2ax + b och y′′ = 2a
och insättning i ekv. ger

2a + 2ax + b− 2(ax2 + bx + c) = x2 + 1,

vilket ger  −2a = 1
2a− 2b = 0
2a + b− 2c = 1

Därav fås  a = −1/2
b = −1/2
c = −5/4

och alltså yP = − 1
2x2 − 1

2x− 5
4 .

Den allmänna lösningen blir

y = yH + yP = Aex + Be−2x − 1
2
x2 − 1

2
x− 5

4
.

Uppgift 2
Sätt g(x) = x lnx för 1/8 ≤ x ≤ 1. Då fås

f(x) = eg(x), 1/8 ≤ x ≤ 1.

Och detta ger

g′(x) = x
1
x

+ lnx = lnx + 1 = 0 för x = e−1.

Vi får därmed
x 1/8 1/e 1

g′(x) − 0 +
g(x) ↘ min. ↗
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g har därmed minsta värdet g(1/e) = −1/e.

g(1/8) = (1/8) ln(1/8) < 0 och g(1) = 0 =⇒ g har största värdet 0.

Exponentialfunktionen är växande =⇒ f har största värdet e0 = 1 och minsta
värdet e−1/e.

Uppgift 3
En partiell integration ger∫ 1

0

√
x lnxdx =

[
2
3
x3/2 lnx

]1

0

− 2
3

∫ 1

0

x3/2 1
x

dx =

= −2
3

∫ 1

0

x1/2dx = −2
3

[
2
3
x3/2

]1

0

= −4
9
.

Uppgift 4
Deluppgift a

e−1/x2
−→ 0 då x −→ 0 ty − 1

x2
−→ −∞ då x −→ 0.

Därmed är f kont. i x = 0.

Deluppgift b

f(x)− f(0)
x− 0

=
e−1/x2

x
=

{
x =

1
y

}
=

e−y2

1/y
=

=
y

ey2 −→ 0 då x −→ 0 ty |y| −→ ∞ då x −→ 0.

Detta ger att f ′(0) = 0.

Uppgift 5
Insättning av x = 0 i (x+y)exy = 1 ger y = 1. Implicit derivering av båda leden
ger

(x + y)exy(xy′ + y) + (1 + y′)exy = 0.

exy 6= 0 =⇒ (x + y)(xy′ + y) + 1 + y′ = 0 (1)

x = 0, y = 1 ger 1 + 1 + y′ = 0 d.v.s. y′ = −2. Derivering av (1) ger

(x + y)(xy′′ + y′ + y′) + (1 + y′)(xy′ + y) + y′′ = 0

x = 0, y = 1, y′ = −2 ger −4− 1 + y′′ = 0 dvs y′′ = 5.

Uppgift 6
Sätt f(x) = lnx− k arctanx, x > 0.

f ′(x) =
1
x
− k

1
1 + x2

=
1 + x2 − kx

x(1 + x2)
>

>
1 + x2 − 2x

x(1 + x2)
=

(x− 1)2

x(1 + x2)
≥ 0 för x > 0 ty k < 2.

Därmed fås f ′(x) > 0 för x > 0 och därmed är f växande för x > 0.
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Uppgift 7
Den sökta volymen

V = π

∫ √
3

1

(x + 1)2

x(1 + x2)
dx = π

∫ √
3

1

f(x)dx

där f(x) = (x + 1)2/(x(1 + x2))

Vi har f(x) =
x2 + 2x + 1
x(1 + x2)

och sätter f(x) =
A

x
+

Bx + C

x2 + 1
,

vilket ger
x2 + 2x + 1
x(1 + x2)

=
Ax2 + A + Bx2 + Cx

x(x2 + 1)
.

Identifierar vi koefficienterna ser vi att A + B = 1
C = 2
A = 1

och därmed

 A = 1
B = 0
C = 2

Alltså: f(x) = 1/x + 2/(x2 + 1), och därmed∫ √
3

1

f(x)dx = [lnx + 2 arctanx]
√

3
1 = ln

√
3 + 2 arctan

√
3− 2 arctan 1 =

=
1
2

ln 3 + 2
π

3
− 2

π

4
=

1
2

ln 3 + π

(
2
3
− 1

2

)
=

1
2

ln 3 +
π

6

Slutligen fås då V = (π/2) ln 3 + π2/6.

Uppgift 8
Sätt an = 1/(n + 2), n = 1, 2, . . .∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ =
n + 2
n + 3

−→ 1 då n −→∞ =⇒ Konvergensradien R = 1.

Potensserien är därför konvergent för |x| < 1 och divergent för |x| > 1. Divergens
för x = 1, ty serien blir

∑∞
1

1
n+2 =

∑∞
3

1
n , som är divergent.

För x = −1 fås
∑∞

1 an(−1)n som är konvergent enligt sats om alternerande
serier (Leibniz’ kriterium) ty

an > 0
lim

n→∞
an = 0

och a1 ≥ a2 ≥ a3 ≥ . . .

Alltså fås konvergens precis då −1 ≤ x < 1.

Uppgift 9∫ 1

0

xe−nxdx =
{

y = nx
dy = ndx

}
=

∫ n

0

y

n
e−y 1

n
dy =

1
n2

∫ n

0

ye−ydy =
1
n2

In

där In =
∫ n

0
ye−ydy, n = 1, 2, . . ..
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∫∞
0

ye−ydy är en konvergent generaliserad integral enligt jämförelsekriteriet,
ty

ye−y ≥ 0 för y ≥ 0

och
ye−y ≤ ey/2e−y = e−y/2

för stora y och ∫ ∞

0

e−y/2dy är konvergent.

Detta ger att lim
n→∞

In existerar ändligt och därmed 1
n2 In −→ 0 då n −→ ∞,

dvs ∫ 1

0

xe−nx −→ 0 då n −→∞

Uppgift 10
Antag att

P (x) = anxn + an−1x
n−1 + an−2x

n−2 + . . . + a1x + a0

där an 6= 0. För stora x fås

P (x + 1)
P (x)

=
an(x + 1)n + an−1(x + 1)n−1 + an−2(x + 1)n−2 + . . . + a1(x + 1) + a0

anxn + an−1xn−1 + an−2xn−2 + . . . + a1x + a0
=

an
(x+1)n

xn + an−1
(x+1)n−1

xn + an−2
(x+1)n−2

xn + . . . + a1
(x+1)

xn + a0
xn

an + an−1
1
x + an−2

1
x2 + . . . + a1

1
xn−1 + a0

xn

=

Härur ser vi att
P (x + 1)

P (x)
−→ an + 0

an + 0
= 1 då x −→∞. Därmed gäller att gräns-

värdet = 1.

Uppgift 11
Sätt

an =
1
n

n
√

1n + 2n + 3n + . . . + nn, n = 1, 2, 3, . . .

Vi har
nn ≤ 1n + 2n + 3n + . . . + nn ≤ nnn

=⇒ n ≤ n
√

1n + 2n + 3n + . . . + nn ≤ n1/nn

=⇒ 1 ≤ an ≤ n1/n

Men n1/n −→ 1 då n −→∞.

Instängningssatsen ger därför att lim
n→∞

an = 1.
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