Kortfattade 16sningsforslag till tentamen i
kursen 5B1106, Differential- och integralkalkyl
II, del 1, for F 2002-04-03

Per Sjolin
Uppgift 1
y" + 1y — 2y = 0 har karakteristisk ekv. m? +m — 2 = 0 vilken har rétterna
m = 1 och m = —2. Den allménna 16sningen till homogena ekvationen blir

dérmed yy = Ae® + Be™2%. For att hitta en partikulirlosning till den givna
ekvationen gér ansatsen y = ax? + bx + ¢. Man far 3/ = 2ax + b och 3y’ = 2a
och insdttning i ekv. ger

2a + 2ax + b — 2(az® + bx + ¢) = 2% + 1,

vilket ger
—2a=1
2a—2b=0
2a+b—2c=1
Dérav fas
a=-1/2
b=-1/2
c=—-5/4
och alltsa yp = —12? — 1z — 5.

Den allménna 16sningen blir
Z/ZyH-l-yp:Aex—FBe*M—%x —%x—f.
Uppgift 2
Sétt g(z) = xlnz for 1/8 < x < 1. D4 fas
fz)=es® 1/8<z<1.
Och detta ger

1
J'(z) =a +Inz=Inz+1=0frz=ec "'

Vi far darmed

z|1/8 1/e 1
9'(x) - 0+
g(x) \, min.



g har ddrmed minsta virdet g(1/e) = —1/e.

g(1/8) =(1/8)In(1/8) < 0 och ¢g(1) =0 = ¢ har storsta virdet 0.
Exponentialfunktionen r viixande = f har storsta viirdet e® = 1 och minsta
viirdet e~ /€.

Uppgift 3

En partiell integration ger
1

! 2 2 [ 1
/ Vzlnadr = {x‘?’/Q lnx] - 7/ 232 Zdx =
0 3 0 3 0 X

1
:,2/ 20p — 2232 — 4
3 Jo 3037 ], 9

Uppgift 4
Deluppgift a

1
e/ 50 da r— 0ty —— — —o0 d&a = —0.
z

Dérmed ar f kont. i x = 0.

Deluppgift b

z—0 x

f@) = f(0) _ et { _ 1} _eV
y 1y
:%—>O da © —0 ty |y — o0 d& z— 0.
e
Detta ger att f/(0) = 0.

Uppgift 5

Inséttning av 2 = 01 (z+y)e® = 1 ger y = 1. Implicit derivering av bada leden
ger
(z+y)e™(zy’ +y) + (1+y)e™ =0.

e #£ 0= (x+y)(zy' +y)+1+y =0 (1)
x=0,y=1ger1+1+9y =0d.v.s. y = —2. Derivering av (1) ger
(@+y)ey" +y +y)+ (L +y) @y +y) +y" =0
z=0,y=1 9y =-2ger -4—1+y"=0dvsy”’ =5.

Uppgift 6
Séatt f(x) =lnx — karctanz, x > 0.

1 1 1422 —kx

f'(@) = x _kl—i—xz - x(1+ 22)

1+a22 -2z  (z—1)2 .
= >0 fi >0 ty k<2
x(1+ z2) x(1+22) — o Y

Dérmed fas f'(x) > 0 f6r > 0 och dérmed &r f vixande for x > 0.




Uppgift 7

Den sokta volymen

V:ﬂ'/l\/§ ((ml—:l l‘—ﬂ'/ flx

dir f(z) = (x4 1)2/(x(1 + 2?))

242 1 A B
roer och sitter f(z) = 20

Vi har f(z) = S ta?) . -+ — PR

2 +2x+1  Ax® + A+ Ba? JrC':c

z(1+22) z(z? +1)

Identifierar vi koefficienterna ser vi att
A+B=1

A
C=2 och darmed B
A=1 C

vilket ger

1
0
2

Alltsa: f(z) =1/ +2/(2? + 1), och dirmed

/ f(z)dz = [lnx + 2arctan J:]\/g = InV/3 + 2arctan V3 — 2arctan 1 =
1 ™ T 1 2 1 1 ™
= -1 2 —2-=-1 ———==1 -
2n3+ 3 1 2n3—|—77<3 2) 2n3+6

Slutligen fas da V = (7/2)In3 + 72/6.

Uppgift 8
Sétt a, =1/(n+2), n=1,2,...
2
ng1) _m — 1 da n — oo = Konvergensradien R = 1.
an n+3

Potensserien dr darfor konvergent for || < 1 och divergent for || > 1. Divergens

for x = 1, ty serien blir > (" n%w =331, som #r divergent.
For x = —1 fas >.;" an(—1)" som #r konvergent enligt sats om alternerande
serier (Leibniz’ kriterium) ty
a, >0
lim a, =0
n—oo

ochay >ay>as3> ...

Alltsa fas konvergens precis dd —1 <z < 1.

Uppgift 9

1 y = Nnx n y 1 1 n 1
—nx _ _ gy — -y =
/0 re dx—{ dy = ndx } _/0 nt ndy ”2/0 ye dy n21n

dér I, = [, ye Vdy, n=1,2,....



fooo ye ¥Ydy &r en konvergent generaliserad integral enligt jamforelsekriteriet,

ty
ye ¥ >0fory>0

och
ye ¥ < e¥/2e7Y — —Y/2
for stora y och

o0
/ e Y/2dy &r konvergent.
0

Detta ger att lim I, existerar &ndligt och darmed n%ln — 0 d& n — oo,

/ ze ™ —0dadn— o0
0

Uppgift 10

Antag att

P(2) = apt™ + an_ 12" P an 02" 2 4. d a1z +ap
dér a, # 0. For stora z fas

Plx+1) ape+1)"+apn1(z+1)" " H+a, o(@+1)"2+.. . +a(x+1)+ag

P(x) A" + Ap12" L+ ap_ox" 2+ ...+ a1z + ag

x+1)"
an% + an-—1

1 1 1 a
an"'an—l; +an—2ﬁ +~-~+ailwn—l + ﬁ

Pz +1) N an +0

B o, e ) 4w

Harur ser vi att = 1dax — oo. Darmed géller att grans-

P(x) an +0
viardet = 1.
Uppgift 11
Sétt 1
an = ﬁ’\@/l’l+2"+3”+...+nn, n=1,23,...
Vi har

n" <1"+2" 4+ 3"+ ... +n" <nn"

—=np< Y1"+2"+ 3"+ ... +n" <n'/"n
:>1§an§n1/"

Men nt/" — 1 d& n — oo.

Instédngningssatsen ger darfor att lim a, = 1.

n—oo



