Tentamen Envariabel for F1, 021216

Forslag till 16sningar:

1. Skillnaden mellan de tva rotuttrycken kan skrivas

(Va2 + 2x — Va2 — 22) (Va2 + 2z + Va2 — 21) 2% + 2z — (2% — 27)

Va2 + 2+ Va2 — 2z V22 2z 4 Va2 — 2z
4z

:\/x2+2x+\/m2—2m‘

Bryt ut z. Gransvirdet blir 4/2 = 2.

2. Enligt L’Hospitals regel blir gransvardet

lim Y+ D) = lim_ fl(x*+1)-22 = —-28.

T——2 1 T——

3. Detta ar exempel 6, sid 153, i Adams.
Svar: a) y' = (2 —y)/(z +2y). b)y" =-8/(z+2y)>.

4. Eftersom

d 1 1 —1
%(arctanx + arctan(1/x)) = T2 + TR 2 =0

maste arctan x + arctan(1/z) vara konstant. = = 1 ger virdet 2arctan 1 = /2.

5. Karakteristiska ekvationen &r r2 4+ 1 = 0 med rotterna +i. Den homogena
16sningen ar darfor C;cosx + Coysinx. Till partikularlésningen gor vi ansatsen
Ae™* vilket leder till A = 1/2. Den allménna l6sningen ar saledes y = C cosz +
Cysinz + (1/2)e™®. x =0 ger 1 = Cy + (1/2), varfor C; = 1/2.

Derivera och sitt x = 0. Vi far 0 =0+ Cy — (1/2), sa dven Cy = 1/2), varfor
Svar: y = 3(cosz +sinz + e 7).

6. Vi vet att fU14)(0)/14! #r koefficienten for z'* i f:s MacLaurinserie. Vi vet att

et =30 L Vilj t = —2%. a'-termen dr (—22)7/7!, varfor
14! 27
(1)) = 1% _
700) 7! 1-3-5---13

7. Med substitutionen ¢ = z* blir integralen

1 odt 1 dt 1 ) )
Z/4+t2 = E/—l_i_(%)Q = garctan(t/Q)—l—C’: garctan(m /2)_|_C

8. Niamnaren kan faktoriseras som x(z — 1)2. Uppdela i partialbrak:

z? +1 _A+ B n C
3 -224+2 = -1 (r—1)2
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Identifiering ger A =1, B =0, C' = 2, varfor integralen blir

4 4
1 2 2 4
/ <—+—2) dx = [lnx— } =n2+ —.
9 \z (z-—1) r—1], 3

9. Hojden dr +(2® — 1) s& volymen blir fo 2 —1)2de =2

10. Jamfor med motsvarande integral. I a) betraktar vi

/A da T /“‘A du 14 1
= u=mox u = — _— —_— = _— — = — = —
5 x(lnx)? ’ x mo UuZ ul,, In2 InA

A — 00 ger det andliga gransvardet

s 2, sa serien konvergerar.
dx

3 zhnzlnlnz [u = lnlnm] =

I b) leder samma argument till integralen

11;111;13A ‘L—“ =Inlnln A —Inlnln3 — oo da A — oo. Divergent serie.

11. Vi skall minimera x? + 72 da 4z + 27r = L. Alltsé: minimera funktionen
f@) = 2> + & (L —42)?, 0 <z < L/4. f'(x ) = 2z + 25 (—4)(L — 4z) =

(2+ 2)z — 2L 54 den enda kritiska punkten &r z = dar f antar vérdet

L2
4+7r ’ 4(4+7T) '
Jamforelse med vérdena i &ndpunkterna, f(0) = E och f(L/4) = L?/16, visar att
minimum antas i den kritiska punkten.

12. ' =222 — g3 sa 1 + (y/)? blir

1\? 11 11 1\?
14+ (222 - — ) = 4 =4zt 4+ = = (222 4+ —
+(x 8:02) 2 Tt T T T G (x+8:c2 ’

varfor langden av kurvan blir

Utrakning ger Svar: 4 + %

13. a) Skriv om: f(x) = e®% varav f'(z) = e*%(lnx + 1) = 2*(Inz + 1).

b) f'(z) > 0 precis da Inx + 1 > 0 dvs for > 1/e, medan f'(1/e) = 0. Alltsa ar
f stréngt vixande och darmed inverterbar, pa intervallet [1/e, 00).

¢) g(y) = x om och endast om f(z) =y ger Iny =zlnz och Inlny =Inz+Inlnzx.
Klart att y — oo medfér x — oo. Vi far

g(y)Inlny  z(lnz 4+ Inlnx) N Inlnz 1 ds
= = — a x — oo.
Iny rlnx Inz ’
(Eftersom lim, oo 2 = lim, o 24 = 0.)

14. a) Se boken kap. 6.2, sid 358.
b) dx/df = 5(1 + tan? (9/2)) ger att integralen &r

= [In(1 + 2)]§ = In2.

/1 2 dx /1
o (L+a2)(1+% + 2 o 1+uz
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15. >°7° % <3077 |x|™ (geometrisk serie) visar att serien ar (absolut-)konvergent
for alla |z| < 1. = = 1 ger den divergenta serien y |° \/Lﬁ (p-serie med p = 1/2).
For & = —1 far vi den alternerande serien Y {° (?/1% som konvergerar (enligt Sats

9.4.14 1 boken). Om |x| > 1 gar inte den allménna termen 2™ /+/n mot noll. Alltsa:
potensserien konvergerar endast i intervallet [—1,1).

16. a) Allmént géller (integralkalylens fundamentalsats) att om f(z) = [ g(t) dt
med g kontinuerlig, sa dr f deriverbar med f’ = g. Vi far alltsa f'(x) = ze~ (xt —
222 — 3). Vi noterar att f’ ir udda.

b) Enligt a) ges de kritiska punkterna av ekvationen z(z* — 222 — 3) = 0. Faktoris-
eringen x4 —22% —3 = (22 —3) (22 +1) visar att de kritiska punkterna iir x = 0 samt
x = ++/3. Teckenstudium visar att = 0 #r en lokal maxpunkt medan x = 4++/3 &r

lokala minpunkter. Funktionen e~ gar sa snabbt mot 01 +0o att f &r begréansad.

Nu giller att f(v/3) — f(—V3) = f\;g\/g f'(z)dr = 0 eftersom f’ &r en udda
funktion. Svar: Minimum antas for z = +/3.

17. a) Berikning ger cosh?t — sinh® ¢t = e +e 2 42)— L +e?-2)=1
for alla ¢t. For att hamna i forsta kvadranten maste vi valja ¢ > 0.

b) For > 0 kan varje punkt pa kurvan z? — y? = 1 skrivas x = coshu, y = sinh u,
och for den del av kurvan som &r relevant i problemet géller 0 < u < t. Arean,
AA, av omradet som begransas av kurvan samt linjerna fran origo till punkterna
r = (z,y) resp r + Ar = (x4 Az, y+ Ay) r approximativt hélften av arean av den
parallellogram som spénns av motsvarande vektorer, dvs % ganger determinanten

r, r + Ar

Ay Ax
=zAy — yAzxr = (:L'A—u — yA—u)Au.

Bildar vi Riemannsummor och gar i limes finner vi att den sokta arean &r

1 t

Aty = 1 / (o) () — y(w)a' () s = / du= 7.

(Eftersom z(u)y’ (u) — y(u)z’ (u) = cosh? u — sinh® u.) Saken &r klar.



