Losningsforslag till
5B1106 Diff & Int 2003/12/18

1) Tayloutveckla funktionenrna i braket:

cosx +sine — P(x)  1—12%/240(a") + 2 —2*/3! + O(2°) — P(x)
xder B (14 x4+ 22/2+ O(23))

1+z—2%/2! — 23/3! — P(x) + O(z*)
3 4+ O(x*) ’
diar O(z*) srar for alla termer som innehaller produkt av z* (Det kallas ordo, och #r
beteckning for resttermer).

For att braket ska ha ett andligt gransvarde sa maste P(z) = 1+ z — 2?/2! + ax®. Vi
ska bestdmma a s.a. gransvardet blir det givna i uppgiften. Alltsa

cosx +sine — P(x) 14z —a?/20—2?/31 — (142 — 2?/2! 4+ az®) + O(z?)
x3e” B 3 + O(z?)

—23 /3! —ax® 4+ O(a*)
z3 4+ O(x*)

(bryt ut 2% i bade tiljaren och nimnaren och observera att O(z?) = 230(x))

_ —1/3'—a+0(z?)
B 14+ O(xt)

— —1/31—a

da x — 0. For att det sista ska vara lika med 1 krdvs att —1/3! —a = 1 eller a =
—1/3!—1=-7/6. Alltsa polynomet &r

P(z)=1+z—2*/2 - (7/6)2".

2) Om az + b ar en snedasymptot till f(z) sa géller det att

a= lim @, b= lim (f(x) — ax).

r—00 €T T—00

Har maste dock =00 betraktas. Vi far

f@) VE—FTI VI dr? oo it
e = = —

x rv(r—2) z(x —2) (x —2) L
DVS a=1.
Nu beraknar vi b:
zt—a3+1 Vot — 23 +1—z(x —2)
(f(x)—ax):(w—x): (z —2) =
ot — 23+ 1 — (z(x — 2))? _ 323 — 422 + 1 —>§:b
(@-2) (Vo= +1+a2(x-2) (@-2(Va" =S +1+az-2) 2

Altsa

3
9(95)—90+§



ar enda sneda asymptoten till funktionen.

3) Derivatan G'(z) ges av

G'(z) = arcsin®(sin(x))(sin(z))" — arcsin?(x) = 2° cos(z) — arcsin®(z).

4) Om volymen V, vore dndlig sa skulle den ges av (anta 2a # 1)

1—2a+1 —2a+1

.
—2a+1 —2a+1

2
E:lim 1<1) dr = lim 1dx:liml
T r—=0./r \2 a

Gransvérdet existerar da —2a +1 > 0, dvs a < 1/2, och é&r lika med 1/(1 — 2a).

For 2a = 1 far vi som vanligt logaritm funtionen som primitiv funktion och integralen
blir oandlig.

Alltsa volymen &r éndligt da a < 1/2.

Svar: V, =7/(1 —2a), da a < 1/2.

5) Partialbraksuppdelning ar vad som behovs. Forst observera att 22 —x + 2 = (z —
1/2)2 42 —1/4 > 0 dvs polynomet x? — x + 2 har inga reella rotter.

r+1 A n Br+C
(z—1)(22—24+2) 2z-1 22—2+2

Bestam A, B, C' genom koefficientidentifiering. Vi far saledes att
A Br+C  A@@®—z+2)+Bx+C)(xz—-1) r+1

-1 Z_a+2 (x—=1)(22 — 2 +2) (-2 —2+2)

som leder till
A@* —2+2)+ (B +C)(z —1) =2+ 1.

Héarur 16ser man A, B, C och far
A=1, B=-1, C=1
Nésta steg blir att integrera var och en av dessa funktioner:

/ r+1 _/ 1 +/ —x+1 o |x_1|+/ —x+1
@-D@?2—a+2) Joz—1"Ja2—zr2 8 (x—1/22+7/4

Lat oss berakna sista integralen:

/(x—j2)+1+7/4 7/ — [ :{t:m(‘”_m)}:

VAT = 1/2))2 +
F/ t+5/2 m<<_1/2) 5/2 dt)_

\/4/77 ((—1/2) log(t* + 1) + (5/2) arctan t) =
NV ((—1 /2)log(a? — & + 2) + (5/2) arctan(\/4/7(x — 1 /2)) .

2t

Svar:

log |z — 1| + \/»( —1/2)log(z* — x +2) + (5/2) arctan(m(x — 1/2)) + Konstant .



6) Satt z = y”. Vi har 2/ — z = 4. Forst en homogen och sedan en partikulér 16sning.
Det homogena 2z’ — z = 0 ges enkelt av z = ae”. Det partikuléra losningen far man genom
ansatsen z = bx + ¢ och efter insattning fas

b—bxr —c=4x.
Dvs b = —4, och ¢ = —4. Alltsa losningen ges av
2 =zp+ 2 = ae’ — 4o — 4.
Eftersom y” = z sa behdvs integration tva gnger far att bestamma y. Alltsa

y = ae® —2/32% — 22> + Cx + D.

7) Vi har
|f(x) —1| = TORL 1’ = ‘( d >cosx—cosx—|—cosx—1‘ =
sin z sinz
< |— —1||cosz|+ |cosz — 1| = L] cos x| + I5.
sin

Vi tittar narmare pa I:

11:

. ’

T+ FO© 3 1‘

sin x

dir vi har anvint Taylorutveckling for sinz. Vi far (da f®)(€) = —cos§) att

I FENE /3L | | —cos(§)a?/3! | cos(&)||=[*/2
z+ fOEa?/3!] |z — cos(§)x?/3!] T |]z|(1 — | cos(&)||=[?/3!)
B |$|2/3! 2 2
= ‘(1—|:E|2/3') < 2lz)%/3! = |x|*/3

dér vi har anvént oss av att |z| < 1.
For I gor vi ngt liknande, genom att vi utvecklar cosz = 1 — (cos &)z?/2. Alltsa

I = |cosx — 1| = | cos&||z[*/2 < |z]*/2.
Vi fa
|f(z) — 1| = Li|cosz| + I, < (1/3 4 1/2)|z|* < |=|*.
Viljer vi |z] < /e far vi

|f(z) —1| <e.

8)
Fallet f > 0 Substitutionen x = 1/t ger den nya integralen

I /01 (et —1 —t—tz/z)f(t)dt_

2 sin t2

For 0 <t < 1 har vi (Taylorutveckla)

lef — 1 —t—12/2| = |5¢3/3! < e3/31 < t3/2



eftersom 0 < & <t < 1. Alltsa integralen kan uppskattas

< (MO :/1 t f{)

— Jo sint?

sint? ¢

. . 2
Det récker nu att visa =t

villkoret [ f/t begrinsad.
For att visa att =t < K, sétter vi z = t* och observerar att 0 < z = ¢* < 1. Vidare
har vi

_ o Gin©2/2 A singllz) Sy gy

< K (ngn konstant K'). Eftersom da kan vi anvéinda oss av

sin z

|| 2

z

DVS |t?/sint?| < 2. Resten foljer som ovanndmnd.
fall IT Om vi inte antar f > 0 sa ar uppgiften svarare. Forst gor vi en partiell
integration genom att vi satter

el —1—t—1%/2
t sin t2

iy = [ Tas g0 -

och far (observera F(07) =0 och g(0") = 1/3; berdkna)

I = el dt = 1gt dt=g1F1—g0+F0+—1g’tFt.
[ BRI gy [ g0 I D = gy p(1)-g07)F0%)- [ g 0F )

2 sin t2 t 0

Nu ar F(t) begransad (sg |F| < K ) s att vi har

1
1< K/ g'()|dt
0

Visa nu att ¢/(¢) &r begrédnsad. Man kan visa att

1
. / _
lg%g (t) = 24

(anvind Taylorutveckling, efter att ha deriverat). Resten ar klart.



