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1a) Funktionen &r kontinuerlig i = 0 om
|f(z) = f(0)]—=0 daxz—0.
Vi har dock

1
lim arctan — = £7/4.
z—0+F z

Och for att lim f(z) ska vara f(0) = 0 maste vi ha a > 0. Dvs
1 s
|f(z) = f(O)] = |o* arctan — — 0] < fa|*  — 0
x

om a > 0. Alltsa f ar kontinuerlig om a > 0.
1b) Funktionen &ar deriverbar i = 0 om

M existerar da x — 0.
x R
Vi har
£(0) = 1 L@ SOV, atarctan e arctan .
z—0 z—0 T z—0 T

Det sista gransvardet existerar om a > 1, och ar
f(0)=0 oma>1.

Observera att )
f1(0%) = hII(l) arctan — = +£7/4  om a =1,
r— €T

och darfor existerar inte derivatan da a = 1. For a < 1 ar derivatan ej andlig.

2) Tayloutveckla siny, och sedan sitt y = z*:
sina® =siny =y —y*/31 + O(y°) = 2 — 27/31 + O(2™).

Insattning ger

x — sin(z3) _ &= \?/mi” —29/3!+ O(z1?) _ 1- \3/1 —26/31+ O(212)

o xre Ia—l

Taylorutveckla nu funktionen /1 + z kring z = 0, och sedan sétt z = —2%/3!4+O(z!?):
Vit z=142/3+0(z*) =1—(2°/3! + O(2'?))/3 + O(z*) =1 — 2°/18 + O(2'?).
Vi far

T — f’/m 1—1+42%/18—O(z'?) _ 25/18 — O(2'?) _ 1/18 — O(a9)

e ma—l xa—l a:a—?




Det sista braket ar &ndligt om a < 7. Grénsvérdet blir da 1/18 om a = 7, och det blir 0
om a < 7. For a > 7 existerar inte ngt gransvarde.

3) Partialbraksuppdelning adr vad som behdvs:
6x — 16 6r—16 A Bxr+C

x3+16x_x(x2+16)_g+x2+16'

Bestam A, B, C' genom koefficientidentifiering. Vi far saledes att

é+Bx+C_A(x2+16)+(BI+C)x 6z —16
v 22+16 z(x? + 16) -~ z(z2 4 16)’

som leder till
(A+ B)z® + Cx + 16A = 62 — 16.

Hérur 16ser man A, B, C' och far
A=—1, B=1, C =6.

Nésta steg blir att integrera var och en av dessa funktioner:

6x — 16 —1 3
—1 I 1 — N+K )
/ 1 162 / / T / o og |x!+ og(z*+ 6)+2 arctan(z/4)+Konstant

4) Ritar man grafen for dessa funktioner ser man direkt att de &r spegelbild (i linjen

y = 1)av varandra. Satt
ylsz y2:2—$2,

och flytta ned bada kurvorna med ett "steg” enligt
Vi=y—1=2%—1, Yo=1y—1=1-2%

Vi har
Yi = Y.

Rotationen kan nu ske kring xz-axeln och vi far samma volym som innan nedflyttnignen av
graferna. Vidare observera att graferna ar spegelild av varandra, darfor kan vi betrakta
bara ena kurvans rotation, ta Yi:

1 1 1
V:ﬂ/ dex:7r/ (22 — 1)2dg — 207
. i 15

5) Los forst den homogena diff. ekvationen genom att hitta nollstéllen till karakt. ply-
nomet
r? 4 —2

som ger r = 1, —2. Homog. losningn
yp = Ae' + Be™*
Inhomog. 16sningen ges av ett polynom y = at + b, som efter insattning ger

a—2(a+bt)=t — a=-1/2, b=-1/4.



Och vi har
Yo = —1/2 — 1/4 + Ae' + Be ™.

Nu ska vi bestamma A, B s.a. begynnelsevillkoren ar satisfierade. Detta ger

A=1/3, B=-1/12

6) I punkterna z = 0 och # = 1 har vi lodrédta asymptoter. Funktionen har inga sneda
asymptoter, dvs av typ axz + b. Observera att da x — oo sa har vi att y =~ 2Ilnx + 1 och
logaritm funtionen har inga sneda asymptoter. Matematisk visas detta genom att man

kan visa att o1 2, 24
a = limg: lim nz+ (@ +1)/(z"—1)

=0.

Det finns inga horisontella asymptoter eftersom y — oo for stora x.

Derivata 5 )
oy 2 T —2x—1
f(x>—x+ (x —1)2

och f’ (r) = 0 ger (efter forenkling) 2 — 52 + 2 = 0. Provning ger x = 2 och sedan
—14V2.

T 0 V2 -1 1 2
f'(x) &+ 0 — & — 0 +
f(x) —o0o " lok. max \, —oo,4+o00 Y, lok. min



7) Vi har

LS T

|f(x) =1 =le —1‘:ex<smx>—ex—l—ex—1’:
x x
<e* SR 1‘ +le® — 1| =€) + L.
T
Vi tittar narmare pa I:
i @) (¢)x3 /3!
I = sm:v_l‘: IL’“‘f ()ZE/ _1‘:’]((3)(15)1,2/3]‘:
x
dir vi har anviint Taylorutveckling for sinz. Vi far (da f®)(t) = — cost) att

I = ‘xZ COSt‘ /3! < |z|?/6,

dér vi har anvént oss av att |cost| < 1.
For I, gor vi ngt liknande, genom att vi utvecklar e” kring x = 0

L=|e* —1] =1 +xe" — 1] <e'|z| < 3|a,
da |t| < 1. Alltsa

|f(z) — 1| = L|e®| + Lo < (Jz|/6 + 3)|z| < 4]z

8)

3n-n—3nn+1)+an+1) nla—3)+a
21: n(n+1) _21:

Om a = 3 sa kommer serien att konvergera och &ar

i ; 3 1i i(l ! ) 3 1i (1 ! ) 3
———— =3 lim - — =3 lim (1-———)=
T~ n(n+1) N—oo n n+1 N—oco N+1




