Institutionen for Matematik, KTH

Losningsforslag till
5B1106 Diff & Int 2004/08/19

la) Svar:
0, 0, 2.

1b)
|f(z) — 1] = [(x + 1) sin2z| < |[(x + 1)]]22] < (e + 1)2e < 3¢

om || < e < 1. Vi har anvnt oss av att [sint| <t

2) Derivering ger
-z
/ pu—
O
om (2 —x) =x(x —1) >0, dvs z > 1. Alltsa f r vxande fr z > 1.
Andra derivatan fas fram:

f'@)=1-2/(z+1)"

och detta r positive da (z +1)? > 2 dvs x > V2—1leller z < —v/2—-1<0. Alltsa f r
konvex fr z > /2 — 1.

3) Partialbraksuppdelning dr vad som behdvs:

3r —8 _A Bz +C

z(x? 4 16) T Zil
Bestam A, B, C' genom koefficientidentifiering. Vi far saledes att

A Bx+C  A@@®+16) + (Bx + Oz 3r—8

r 216 z(z2 + 16) (22 +16)

som leder till
(A+ B)z? + Cx + 164 = 3z — 8.

Héarur 16ser man A, B, C och far
A=-1/2, B=1/2, (=3,

Nasta steg blir att integrera var och en av dessa funktioner:
(@) /3x—8 —1+1/ x Jr1/ 6
xTr) = _— —_— — e - e————
x3 + 16z 2¢ 2J x2+16  2J x2+16
1 1 9 3
=3 log |z| + 2 log(z* + 16) + 1 arctan(z/4) + K.

f(1) =0 ger K = —11log(17) — % arctan(1/4).

4) Rotationsvolymen ges av

V= 27r/02xf(x)dx = 27‘(‘/021](1 — (1 —2)*)dz



och mantel arean av

_271/ 1+ (f'(x 2dx—27r/ x\/l 2(1 —x))%dx

Vi rknar integralerna:

2
V= 27r/ —® 4 20%de = ... = 21 (—4 + 16/3)
0

A 2 1
27:/ x,/1+4(1—x)2dx={z:(1—@}:/ (1— 2)V1 T 42dz =
T 0 —1
1 1
:/ \/1—1—422dz—/ V1 +422dz =1, + I
-1 -1

Frsta integralen Ises genom invers tangent-substitution 2z = tan € (boken sidan 354), och
andra integralen r lika med noll, da integranden r udda! Vi far

/\/1+422dz— /v1+u2du—{u—tan9} / sec® df =
u=-—2
u=2

171 1
3 {2 secf tan 6 + zln]secﬁ—l—taneq

u=-—2

Anvnder vi att v = tan§ och v/1 4+ u2 = secd far vi

u=2

1 171
/ \/1+422dz:{2(\/1+u2)u+ln|\/1+u2+u|} =
-1

u=—2

—VEil [1n|\/_+2| In V5 — 2]
Alltsa

1
arean = A + underytan = V5 + 1 {ln ]\/3+ 2| —1In ]\/3 — 2” + 87.

5) Los forst den homogena diff. ekvationen genom att hitta nollstéllen till karakt. poly-

nomet
r24+2r—1

som ger r = —1 + V2. Homog. 16sningn
= Ae1HV2E 4 Bel-1-V)t,

Inhomog. 16sningen ges av ett polynom y = at? + bt + ¢, som efter insattning ger
2a + 2(2at +b) — (at® + bt +¢) =2t — 1 — a=0, b=-2 c=-3.

Och vi har
Yo = —2t — 3+ AeT1HVIE 4 Bel-1-VE

6)
Satt
I:/memcosx:gF—/g'F



med g=uz,¢ =1, f =e*cosz, F' = f, eller F = [ f.
Berakna forst F

F = /e’” cosx = €” cos :1:—{—/ e sinx = €* cos x+e” sin m—/e” cosx = e*coszr+esinz—F

dvs
2F = €e”cosx + e"sinz, F = (e*cosz +e”sinx) /2

Vi har saledes
I =gF — /g’F =z (e*cosx + € sinx) /2 — / (e cosx + e"sinzx) /2
Den sista integralen kan berdknas
/ (e®cosx + e"sinz) /2 = e" cosx
och vi har

I =z (e®cosx +e"sinx) /2 —e"cosx = €* ((#/2 — 1) cosx + (sinx)/2))



7) I fallet a) ar f en jamn funktion f(—z) = f(x) darfér ar de udda termerna as, 1 i
Taylorutvecklingen kring origo lika med noll, dvs f®(0) = 0 i detta fall.

For fallet b)-c) satter vi f(z) = g(2*). Taylorutveckal ¢ i termer av t och sen sétt
t =3 vi far

g(t) = ag + ayt + agt® + ast® + - - -
och
flx)=g@@*) =ag+ - +azx” +--

Vi har a3 = ¢©®(0)/3! och a3 = f*(0)/9!. Med andra ord f®(0) = 9!¢®(0)/3! = 9as.

Nu f6r b) har vi g(¢) = arctan, och for ¢) har vi g(t) = In(1 +¢).

Vi far saledes att i fallet b):

3

arctant =t — — +---
3

sa att a3 = —1/3 och f*(0) = 9lag = —9!/3.
I fallet c):
U
In(l+8)=t——+—+--
n(l+1t) 5 + 5 +
s& att ag = 1/3 och f(0) = 9lag = 9!/3.
8)
Dela intervallet i tva delar
2 )
7 :/ (3z + 1)(logx)dx +/ (3x + 1)(logx)dx
1 2

3 —x 3 —x

eftersom integranden ar vél definierade pa desaa intervaller och vi har i I; en singularitet
ix =1 och for I, ar co-punkten problem.
For I, galler det att

0< (32 + 1)(log z) < (3x+1> log x < <3~2—|—1> log x §4logx
-z ?4+z)r—1 2 r—1- z-1
Vidare ar
21 21 2] 1
/ ngda:: lim ngd;{;: lim (10gr10g<r_ 1)) _/ M
1 x—1 r—1tJr x—1 r—1+ 1 T

Den sista integralen ar begransad och gransvardet gar mot noll, t.ex. genom

log(r — 1)
(r—1)
anvand tlogt — 0 da t — 0 for den forrsta och L’Hopital for den andra.
Alltsa I ar konvergent
For I, har vi

logrlog(r —1) = ((r — 1) logr) (

d— x> 2%/2, longxI/Q, 3r+1<A4zx
da x> 2. DVS
0< (Bx; 1_):lljogx < 4z§/12/2 R
och att o 1
f, =2

Alltsa ar I konvergent.



