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1. Sétt f(z) = 2 — 2. DA &r f kontinuerlig pa [1,2]. Vi har f(0) = 0 och
f(2) = 6. Alltsa antar f alla virden déremellan. Speciellt har ekvationen
f(z) =1 minst en 16sning i intervallet.

2. Derivera ekvationen ysinx = 2% + cosy implicit med avseende pa z. Vi far
y'sinz + ycosz = 322 — ¢/ siny, som ger 3/ (sinz + siny) = 322 — ycos,
och, slutligen, y' = (322 — y cos z)/(sinz + siny).

3. Vi skall I6sa ut x ur ekvationen y = h(z), dvs y = 1+3f(2z), eller +(y—1) =
f(22), sa 20 = g(f(22)) = g(3(y — 1)), varfor = = 39(5(y — 1)) = b~} (1)

4. f(x) =1—a2%for -1 <z <loch f(z)=2*-1for 1 <z <2 f(z)=0
endast da = 0 (som tillhor intervallet) och f(0) = 1. f ar singular (ej
deriverbar) for x = 1 och f(1) = 0. Jamforelse mellan dessa punkter och
andpunkterna, i vilka f(—1) = 0 och f(2) = 3, visar att storsta vardet &r 3
och minsta vardet 0.

5. Med u = 1 — z? blir du = —2x dx, varfor
fol V1 —2tde = -1 [P Vudu = %fol Vudu = 3263/} = 1/3.

6. I det givna intervallet méts de tva funktionerna i punkterna /4 och 57 /4.
Forst ar cos x storst, sedan sinx och dérefter cosxz. Arean blir

/4 5w /4 2
/ (cosx —sinz) dx + / (sinx — cosz) dx + / (cosz —sinz) dx
0 s

/4 5m/4
=[sinz + cos :c]g/4 — [sinz + cos x]i}rf + [sinz + cos x]§:/4

=(V2-1)+ (V2+V2) + (1+V2) =4V2.
1

7. Skrivs summan som 5(1 — 5+ § — 5= +....) ser vi tydligare den geometriska
serien. Summan blir % . m =1/4.

8.x—sinm:x—(a¢—%+ ..... ) och

2 3

r—tanz = (zcosz —sinz)/cosz = (v(1 — %) — (x — %)) + ..., vilket ger
3

(x —sinz)/(r — tanx) = (%3 Fo) /(=5 +) = —t4+...—>—3diz—0.

Man kan ocksa fa fram resultatet med L’Hopitals regel.
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. Vi borjar med den homogena ekvationen y” + 4y = 0, med karakteristisk

ekvation r? 4+ 4 = 0, varfor r = +2i. Den allm#inna homogena lésningen &r
yp = C cos2x 4+ C sin 2z, dar C7 och Cs &r konstanter.

For partikularlosningen gor vi ansatsen y, = Ax?+ Bz +C varav y;,’ +4y, =
2A + 4Az® + 4Bx + 4C vilket ger 44 = 8, 4B = 4 och A + 2C = 0, med
16sningen A =2, B=1och C = —1.

Svar: y = C] cos 2z + C sin 2z + 222 + x — 1.

De tva kurvorna skér varandra i = +2. Vi far samma volym om vi roterar
kurvan y = 22 — 4 kring z-axeln, dvs volymen blir

[, m(z® — 4)? dx = 27 [} (a* — 822 + 16) dz = 5127 /15.

f(0) =0 eller f(1) =1 ar saken klar. Vi antar darfor att f(0) =a >0
och f(1) = b < 1. Bilda funktionen g(z) = f(z) — x. Da ar g kontinuerlig
och ¢(0) = a > 0 medan g(1) = b—1 < 0. Satsen om mellanliggande varden
visar att det finns ¢ med 0 < ¢ < 1 sa att g(c) =0, dvs f(c) =

Lat rektangelns sidor vara x resp 2z och triangelns sida y. Da &r 6x+3y = 3,
dvs 2z +y = 1. Triangelns hojd dr v/3y/2, sa den totala arean blir

\fzi V3

A =222 222 + 4(1—237)2,

varfor

o+ Y1 2)(2) = (44230 VB0 di o~

_ V3
2(2+3)

Efter forenkling far vi minimivirdet (uppenbarligen ir d?A/dx? > 0)

V3
202+ V3)

Vi har
V3 Az V3(1+ %) — 4z

A pru R e A gk

Uttrycket i téljaren ar v/3 ganger 1 + z2 — %m = (z— 2)2 -1 som blir

/3 3
= 0 precis da x = 1/v/3 eller z = /3.
Om z > V3 eller x < 1/v3 sa ér f'(z) > 0. For 1/v3 < z < /3 ar

f'(x) < 0. Foljaktligen har f ett lokalt maximum i 2; = 1/4/3 och ett lokalt
minimum i z9 = /3.
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Vi kan ocksa konstatera att lim,_ 4o f(2) = +/37/2.

I de kritiska punkterna fas viardena f(z1) = 2”% -1—% och f(xz9) = % % a
fl@r) = fz2) =1 - 5% = 2{{” > 0.

Vidare galler
B Je) = Plr - 7/3-V3) = ga(2m - 3v3) > 0
eftersom 2 > /3 och 7 > 3.

Nu foljer:

Varden a < —@ antas aldrig.

Véarden a med —& < a < f(ze) antas en gang.
Vardet a = f(x
Varden a med f
Vardet a = f(x;

Varden a med f

9) antas tva ganger.

(x2) < a < f(z1) antas tre ganger.
) antas tva ganger.

(1) <a< @ antas en gang.
Vérden a > \[” antas aldrig.

Enligt integralkalkylens fundamentalsats och principer for partialbraksupp-
delning galler

11—z A +Bx—i—C’
14+z)(1+22) 1+z 1422’

fl(z) =

déar konstanterna A, B och C skall bestdimmas. Gor vi likndmnigt blir
tiljaren (A + B)2? + (B+C)x + A+ C,s8 A+ B =0, B+C = —
och A+ C =1, med lésning A =1, B = —1 och C =0, varfor

v 1 t 1
_ — — ) dt =1In(1 — —1In(1 9.
/(@) /0 <1+t 1+t2) n(l+2) 2n( +27)

Fran den 6vre ekvationen (for f’) ser vi att x = 1 &r den enda kritiska
punkten. Vi jamfor nu f:s virden i punkterna 0, 1 och 2, och finner 0, In /2
samt In3 — 1In5 = In(3/+/5). Hir dr 0 det minsta och Inv/2 = 1In2 det

storsta viirdet. f:s virdeméngd blir det slutna intervallet [0, 2 In2].

a) Om |z| < 1 far vi) > n+1 <32 |z|™ =1/(1—|z]). Serien &r alltsa

absolutkonvergent, och darmed konvergent, for |z| < 1. Om |z| > 1 gar inte

den allméinna termen (dvs 2Z7) mot 0. Saledes konvergerar serien endast

n+1
da |z|] < 1.
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b) Vi skriver om koefficienten - =1 vilket ger

+1 - n+1’

o o0

=1 T
f(x)zzn—kl Z_: Z:ln_'_lm”:l_x—g(x).

Da ar
= 1 ”d Tt
n=1
z 1
:/ (—1) dt = —(In(1 — z) + ),
o \1—¢
varfor (1 )
T n(l—=z
f@)=1—+———+1 lsl<L

Uttrycket innanfér parentesen kan skrivas

1 1 1 1 1 n
(1 T g T emeE T meE T 1+(n/n)2> = ;f(fck)ﬁ%

om f(x) = 1/(1 +2?), 2 = k/n, k = 0, 1,......,n och Az, = xp — 7p_1.
Detta dr en Riemannsumma for integralen fol f(z)dz = [arctanz]} = 7 /4.
Vi vet att Riemannsumman konvergerar mot integralen, sa svaret &r m/4.

a) Det giller att cosh?s — sinh?s = 1 for alla s (kolla!), varfor 22 =
sinh?(t/2) 1— 1 o
cosh?(t/2) — cosh?(t/2)’ sa
cosh?(t/2) = ! )
1—2a2

Vi har coshQ(t/2) = 1(et?+e7t/%)? = L(et + 2+ e7t) = L(1+ cosht), vilket

-1 i+$2, den forsta utlovade formeln.

ger cosht =

CI?Q

Vi observerar harnést, att

1 1
2sinh(t/2) cosh(t/2) = 5(6'5/2 — e (et 7t = §(et —e ') =sinht,
varfor
1
sinht = 2sinh(¢/2) cosh(t/2) = 2 tanh(t/2) cosh?(t/2) = 2z - 1=
-z

vilket ger den andra utlovade formeln.
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b) Vi léser ut ¢ som funktion av z:

el —1 o 4oLt
r € =
et +1 B

x = tanh(t/2) = , dvs t=In(1+2z)—In(1-—2x),

1—=x

varfor

1 1 2dx
dt = <1+x+1—x> d:r—il_xQ.

Det foljer att

1 2
/ dt / ,2dx :/dx:g:+C:tanh(t/2)+C.

1+cosht 1_1_% 1— 22

Alltsa ar tanh(¢/2) en primitiv funktion till 1/(1 4 cosht).

Man kan ocksé mer direkt utnyttja formeln cosht = (1 +cosht) ovan. Den
ger integralen

dt
/ W = tanh(t/2) + C.



