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1. Vi skall 1osa ekvationssystemet z, = 2, = 0, dvs 2z — 4y + 12 = 0 och
dx + 4y + 12 = 0, vilket ger en punkt: (—4,1). Motsvarande vérde for
z ar —31, varfor det sokta planet har ekvation z = —31.

2. Kedjeregeln ger 2/ = f, - % + fy % = %(fx + f,) och
Z:;:fz';_g+fé';_g:;_g(fm+fy)ysa
UZ;‘I'UZ;:%(fw+fy)+_7u(fx+fy) =0.

3. Vi skall berdkna D, f(5,—4) = V f(5, —4) - u, dér riktningen av u ges

av (1, —1) — (5, —4) = (—4,3) med lingd 5, dvs u = (—4/5,3/5). Den
sokta riktningsderivatan blir (4,3) - (—4/5,3/5) = —7/5.

4. Vi approximerar med f:s Taylorpolynom (av grad 2) i origo: Py(z,y) =
£(0,0)+ (0, 0)x+ £(0, 0)y+3 (f1,(0, 0)2*+2f7, (0, 0)zy+ f;, (0, 0)y*) =
2+ 2x + 2y — x? — 4wy — 4% (z,y) = (0.1,0.2) ger f(0.1,0.2) ~ 2.15.

5. Vf(z,y) = (2z,—1) # (0,0), sa det finns inga kritiska punkter i
omradets inre, eller annorstides. Aterstar att underséka f pa randen.

Pa den vertikala delen, x = 1, 1/2 <y < 2 ar f = 1 —y som avtar fran
1/2 till —1.

For y =2z, 0 <z < 1, blir f = 2% — 2z = g(x), som saknar kritisk
punkt i 0 <z < 1. g(0) = 0 och ¢g(1) = —1 fann vi i foregaende steg.
Fory=2/2,0<x<1,ger f=0a>—x/2=h(x). M(z)=20-1/2=0
for v = 1/4. h(1/4) = —1/16. Andpunkterna har redan kollats.

Jamforelse ger minsta vérdet —1 och storsta vérdet 1/2.

6. 22 = 22 ger x = 0 och z = 2, varfor 0 < x < 2. Integralen blir
2 =2z 2 =2z
fo ([P=5 (zy + 22) dy) dw = fo [%xyz + 2y]V=2% da

y=a? y=a?

= f02(4$2 — 12°) dz = 16/3.
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. Volymen blir f

(o1 =y dy)de = [y — v*/35 " de = [((1 -
) = (1= 2)*/3)dz = [~3(1 = 2)% + (1 = 2)" = 5/12.

. Med (P,Q) = (z +y,z —y) har vi Q, = P’ =1 overallt Faltet ar

konservativt med potentialfunktion ¢ = —x —|— xy — §y sa integralen
=(0,1) — p(1,2) = —1. (Alternativt: byt integrationsvéag!)

For z = 0 far vi 22 + y? = 4, sa projektionen av paraboloiden pa
zy—planet &r omradet D : 2® + ¢y*> < 4. Med N = (=2, -2, 1) =
(—2z, —2y, 1) géller att integralen ar ffD y,—1,4—2*—y?) -Ndady =
[)4— Y dady = fo HYrdr = 27[2r* — r1/4]2 = 87.

Varje sadan cirkel kan skrivas #2+y* = R?, med parametrisering z(t) =
Rcost, y(t) = Rsint. Vi maste visa att f(x(t),y(t))ar oberoende av
t. Enligt kedjeregeln ar "tidsderivatan” = fio' + fiy' = fi(—Rsint) +
fy(Reost) = —yf, +af, = 0 enligt forutséttningen.

Lat F(x,y,2) = 22+2y—2°—2och G(z,y,z) = 23 —y>—1. F(1,0,0) =
G(1,0,0) = 0 och Jacobideterminanten O(F,G)/d(z,y) = —6 # 0.
Detta visar att de givna ytorna i nidrheten av punkten (1,0,0) defini-
erar x och y som funktioner av z, dvs skarningskurvan har en paramet-
risering r(z) = (z(2),y(2), 2).

Implicit derivering m.a.p. z av ekvationerna F' = 0, G = 0 ger 22’ +
2y —2z = 0 och 32?2’ —3y*y’ = 0. I punkten (1,0,0) far vi 22/ 42y’ =0
och 32" = 0, dvs 2/(0) = ¥/(0) = 0 och 1'(0) = (0,0,1). Ytterligare en
implicit derivering av ekvationerna ger 22" 4+ 2y” — 2 = 0 och 6z(2')? +
3z2x” — 6y(y)? — 3y*y” = 0. 1 (1 0,0) blir det 22" +2y" —2 =0
och 32" = 0, varav 2”(0) = 0, y”(0) = 1 som ger r"(0) = (0,1,0).
Krokningen i punkten blir |(0, 0, ) (0,1,0)|/13 = 1.

Utrdkning visar att (0,0) ar en kritisk punkt och att alla andraderiv-
ator ar noll i punkten. Vi studerar darfor f direkt. Oma <0 ar f > 0
overallt och antar sitt minsta vérde, noll, i origo. For a > 0 kvad-
ratkompletterar vi: f(z,y) = (2% —ay?)* + (1 —a®)y*. For 0 <a <1
har vi samma situation som férut. Om daremot a > 1 far vi differ-
ensen mellan tva kvadrater, sa f vaxlar tecken i varje omgivning av
origo. Svar: —oo < a < 1.

Detta &r ett optimeringsproblem: stk max och min for f(z,y) = x un-
der bivillkoret g(z,y) = 4x*+4x3y+y*—1 = 0. Enligt Lagranges metod
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maste vi undersoka var funktionernas gradienter har samma riktning.
Nu ar grad f = (1,0) medan grad g = (1623 + 12z%y, 423 + 44°), vilket
leder till 2%+ 32 = 0, dvs y = £2z. Insittning i bivillkorsekvationen ger
4ot + 423 - (—z) + 2t =1, varav x = £1.

Svaret &r alltsa intervallet [—1,1].

Med u = 2% — y? och v = zy, kan kurvorna skrivas u = 0 (y = x
vilket ger 22 —y?> = 0), u = 1, v = 0 (y = 0 vilket ger xy = 0)
samt v = 1. D oOvergar alltsa i kvadraten 0 < u < 1, 0 < v <
1 under denna transformation. Med beteckningar som i boken blir
Jacobideterminanten 9(u, v)/d(x,y) = 2(x? + 2y*). Nu galler ju att

O(u,v)
2(x? + 2y%) dedy = ——— dxdy = dudv,
A =)

enligt formeln for variabelbyte i dubbelintegraler.
Integralen blir dérfor fol fol dudv =
Derivering av r = /2% + y? med avs pa x ger r, = 7, varfor f, =

g'(r)r, = %g'(r) Derivering en géng till leder till f = f—jg”(r) +

T

TLf ¢'(r) med motsvarande formel = 37{2 g (r )—|-7"2T+3/2 ¢'(r). Addition
ger fo. + fo, = IQT#Q"(T) roatoy? _z = ( ) och den utlovade formeln.
Vi far [fag e (f + d:vdy Jo" 8 fy(g"(r) + 1g'(r) rdr =

o [} (rg"(r) + g/ (r ))dr—%[rg( o = 2mg'(1) —27T-
Symmetri leder till
[[sx*dS = ff$y4d5’: ffsz4d5: 5 [fs( x4+y4+z4)d8

= 4 [[s(@®, 4%, 2%) - (z,y,2) dS = & [[(a®y?,2°) - N dS.
Vi anvander nu dlvergenssatsen! Integralen bhr

% fffz2+y2+Z2§R2 3(:62 + yQ + 22) AYS
— RfORp2,p2dpf027rd9f07fsin¢dq§: R- %5,%,2 — 47 RS /5.

Detta ar exempel 2 pa sid 956 i Adams bok (kap 16.5). Svaret ar 127.



