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Forslag till 1osningar

1. Sitt =232+ 22— 2%y. Da blir VF = (xz+2x —23 13 — 32%y), sa
tangentplanets normal &r N = VF(1,1,1) = (5, —2) och planets
ckvation blir saledes 5(z — 1) — (y — 1) —2(z — 1) =0.

2. Enligt kedjeregeln &r, om u = y?> —x och v = 22—y, g, = fiu, + flv] =
—fl 4+ 2z f]. Analogt blir g, = 2yf, — f/.

3. Eftersom
af 1 1 of 1 —x
A — , A — - :
O 1+ () 1ty Oy 14 (%) (1+y)
blir V£(0,0) = (1,0). Vidare dr u = (—\%, %) Formeln D, f(a,b) =
Vf(a,b)-u ger D,f(0,0) = —75.
4. Har ar % = 6x — 6y medan g—?’; = —6x + 6y>. Att dessa bada antar

virdet noll betyder att # = y och y? = z, med lésningarna (0,0) och
(1,1).

Viundersoker andraderivatorna. Dessa dr A = ? =6,B= % =—6

och C' = ajjf = 12y. Diskriminanten AC' — B? = 72y — 36. Denna ar
< 01 origo: sadelpunkt, och > 0 i (1,1): lokalt minimum, eftersom
ocksa A > 0.

5. f:s gradient ar (y? 2xy) och blir = (0,0) precis da y = 0 (och x ar
godtyckligt). Da blir f = 0.
P4 den del av randen dir y = x blir f = 23 och —1/\/§ <z < 1/\/5,
sa virdena vixer fran —1/(2v/2) till +1/(2v/2).
Pa cirkeldelen giller f = 2(1 — 2?) = g(z), —1/v2 < z < 1/V2.
¢ (z) = 1 — 322, dvs vi har kritiska punkter for z = 4+1/v/3. Mots-
varande virden blir g(+1/v/3) = £1/3/3(1 — 1/3) = +£2/(3V/3).
Nu giller att (1/(2v/2))? = 1/8 och (2/(3v/3))? = 4/(27) och 4/(27) >
4/(32) = 1/8. Alltsa ér f:s storsta resp minsta virden £2/(3v/3).
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11.

D begrénsas av linjerna x = 0, y = 0 och z + y = 1. Integralen blir

fo (23 — ) dy) d:):—fo —§y]1 o dx
—fO (l—2)—3(1—a))de=7—2+:=5.

Med de konventioner for sfiariska koordinater som anvénts i Adams,
sid 859, blir den forsta ekvationen p? < 4, dvs 0 < p < 2 (eftersom
p > 0 alltid). Den andra ekvationen, 0 < z < y, innebér att (den
poldra) vinkeln 6 ror sig mellan 45 och 90 grader, dvs 7/4 < 6 < 7/2.
Den sista ekvationen, z > 0 innebar att vi stannar kvar pa den ovre
halvsfaren, varfor vinkeln ¢ maste uppfylla 0 < ¢ < 7/2.

. Vi parametriserar kurvan som x = cost, y = sint, t : 0 — =*. Integ-
ralen blir
3w
Jo? (y(t)a'(t) — x(t fo (cost(—cost) —sintsint) dt = —3.
Vi har normalriktning N = (2z, 2y, 1) och skall integrera dver D: z? +

y*> < 1 (eftersom z > 0). Flodesintegralen blir
ffD —y,x,2(x,y)) - (22,2y,1) dedy = [[,(1 — 2* — y?) dzdy
dé’fo (1 —7r*)rdr=m/2.
Varje cirkel med centrum i origo kan parametriseras som x = Rcost,
y = Rsint, dar R > 0 &r cirkelns radie. Viskall visa att f(R cost, Rsint)

ar konstant, dvs oberoende av vinkeln ¢. Derivering med avseende pa
t ger, enligt kedjeregeln,

d
af(Rcost,Rsint) = fp - (=Rsint) + f, - Rcost = —yf, + xf, =0

enligt forutsattningen. Saken ar klar!

Vi maste visa att f(x,y) gar mot f(0,0) =0 da (z,y) — (0,0).

[ poléra koordinater, z = r cos@ och y = rsin @, blir f(z,y) = zy/\/2% + y?> =
rcosfsind, (z,y) # (0,0). Alltsa ar |f(z,y)| < |[rcos@sinf| < r, ty
|sinf| <1, |cosf| <1 6verallt. Att (x,y) — (0,0) betyder r — 0.

Eftersom f &r noll langs z-axeln blir f(z,0) — f(0,0) = 0—0 = 0.
x — 0 ger oss gransvirdet f;(0,0) = 0. Likadant for f,(0,0).



Differentierbarhet i origo betyder att uttrycket
/56'2 + y2

[ vart fall blir kvoten zy/(z?+y?). Detta uttryck gar inte mot 0 i origo.
(Léngs z-axeln ar kvoten 0, langs linjen y = x ar den 1/2.)

=0, (z,9)—(0,0).

. Sétt u = 2% — 3xy?, v = 32Y — y® och kalla hela uttrycket z = g(z,y).
Enligt kedjeregeln ar 2, = flu!, + flv) och i vart fall blir detta 2/ =
3(x* — y?) f! + 6xy f!. Ytterligare en derivering map = ger

v = 62 f), 46y f) +3(x? — )(fuu ul + [ v) + 6xy(flul + f1,0))
= 6xf, +6yf +3(2? — ") (3(2® — y*) fil, + 6y fy),)
+ 62y (3(2* — y*) £, + 6y fy,)
= 6(zf;, + yfv) (3(x* — ) fin, + 122y(3(2® — y*)) ful, + (62y)* £,

dar vi har anvant att "

Helt analogt far vi forst 2, = fiu;, + fiv, = —6xyf, + 3(z* — y?) f, och
sedan

2y = =6z f, +yf)) + (=62y)* fi, — 122y (3(2* — y*)) fi, + (3(2* — y*))* £,

Hirav foljer 2}/, 4 2, = ((3(z* — y*))* + (6xy)*)(fi, + f,). Uppenbar-
ligen blir 27/, + 2, = 0 sa snart f;, + f,, = 0.

. F = xe¥ +uz — cosv och G = ucosy + z?v — yz2. Villkoret for att
kunna l6sa utt « och v ar att Jacobideterminanten (beteckningar som
i Adams. kap 12.8) J = 9(F,G)/0(u,v) # 0 i punkten, som vi kallar
P,. Har far vi
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z Sin v ‘
I50)

cosy x?

-1

ar alltsa uppfyllt.

For att berdkna u/, anvander vi formler motsvarande dem i Ex 6, p 757,

1 Adams:
A(F,G)

ou 3(z,0) Il w sinv L1 o
3Z<P0) %Ujo) T4 |—2yz  a? . T o400 4] -l
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Vi maximerar f(x,y) = 2*>+y* da g(z,y) = 22 +1° = 1. Enl Lagrange
skall Vf och Vg vara parallella, dvs (2x,2y) = t(2x,6y°). Vi kan
utesluta ¢ = 0, varav y = 3y°, med lésningarna y = 0 och y? = 1/v/3.
Detta ger 2> = 1 resp 22 = 1 — 1/(3v/3) och salunda f = 1 resp
f=1-1/3V3)+1/v3 =1+ 2/(3V/3), som é&r det storsta virdet.

Korridorens minsta bredd blir tva ganger roten ur detta vérde.

Avstandet mellan planet och origo &r 73 (och antas i punkten (3, 3, 3))-
Vrid till koordinater (u,v,w) som gor att planet blir parallellt med
(u,v)-planet. Detta paverkar inte volymen. Den kalott vars volym

vi skall bestimma beskrivs nu av -+ < w < 1, v + v + w? < 1.

V3
Vi berdknar volymen som V = fll/\/g A(w) dw, dar A(w) &r arean av
den skiva som fas for konstant w, en cirkel med radie v/1 — w2, dvs
A(w) = m(1 —w?). Vi far

V=['n(1-w?) dw=r(2~—3a+d)/3, med a=1/V3.

Vi skall anvéinda areaformeln: om C omsluter omradet D géller att
A(D) = %fc —ydr + xdy. Insdttning av y = tx i kurvans ekvation
(23 + y® = 3zy) ger x = 3t/(1 + %), y = 3t2/(1 + ¢3). For att fa med
hela den del av kurvan som ligger i forsta kvadranten maste ¢ : 0 — oo,
t ar ju lutningen av en linje. Nu ar kurvan symmetrisk i x och y, och
delas i tu av lutningen ¢ = 1, dvs linjen y = x. Alltsa blir arean

A(D)=2- %/0 —ydr +xdy = /0 (—tx(t)(x(t) + x(t)(tz(t))") dt

1 1 2 2
:/ w2(t)dt:/ Ldt:?)/ d_u:g
0 o (1+13) w2

Vi skall anvanda Stokes sats: den sokta integralen ar = ffs VxF-NdS,

dar ytan S har C som rand. S kan véljas pa olika sitt. Det blir

enklare om vi tar den del av ytan z = 2% + 1 som ligger innanfor

skiarningen mellan z = 2% + 1 och ytan z = 22% + 3?. P4 skirningen

giller 22 +1 = 222 + y? och dirmed z? + y?> = 1. Normalen for S

ar N = —(—2,0,1) = (2:10 0,—-1). VxF = (—z,3y, —22) vilket blir
—z, 3y, 2($ + 1)) pa ytan. Integralen blir darfor

// 3y, —2( + 1)) - (22,0, 1) dady = // 2 dudy = 2.

x2492<1 x24+92<1



