Institutionen for matematik
KTH

Losning till tentamen i Linjar algebra II for D1 och F1, 5B1109, onsdagen den 16
oktober 2002

1. Lat t ex e3 = (0,0,1). Da

1 2 0
det| 1 =2 0 | =-4#0
-3 6 1

s& #r e, ez och eg linjirt oberoende. Tre linjéirt oberoende vektorer i R? utgor alltid en bas.

Svar. Till exempel ez = (0,0,1).

2. Da antalet ekvationer ar lika med antalet obekanta sa finns det precis en 16sning till systemet
om och endast om koefficientmatrisens determinant &r skild fran noll. Da
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sa precis en 16sning nir a # 0. Niar ¢ = 0 blir systemet, med samma kalkyl som ovan,
ekvivalent med systemet

r 4+ 2y — 2z =1
4 + Ty =
dr + Ty = 5

Detta system har odndligt manga l6sningar.

Svar. Om a # 0 precis en 16sning, om a = 0 oéndligt manga losningar.

3. Substituera x med bi dér b dr ett reellt tal. Vi far
0= b* —4b% — 6b* + 4bi + 5 = (b* — 6b® + 5) + i(—4b® + 4b).
Bade realdelen och imagindrdelen ovan maste vara noll. Detta ger oss att

vio— 6 + 5 = 0
403 —  4b = 0



Vi sluter att b = +1. Da & = 44 &r rotter sa maste polynomet i fraga, enligt faktorsatsen,
vara jimnt delbart med (z — i)(z + i) = 22 + 1. Polynomdivision ger da att

(2 +1)(2* + 4z +5) = 0.

Déx=—-2+4ioch z=—2—1é&r nollstallen till 2+ 4z + 5 sa

Svar. Rotterna dro x = +i, t = —2+ioch x = —2 — 1.

. Likheten &r sann ddn =1, ty VL; =12 =1 och HL; = $1(2-1—1)(2-1+1) = 1. Vi visar
nu att om VL, = HL,, sa giller att VL,11 = HLp41.

VLn+1 = VLn + (2n + 1)2 =
{under férutséittning att VL, = HL,} =

1 1
HL,+(2n+1)* = gn(2n —D@2n+1)+2n+ 1) = §(2n +1)(2n* + 5n + 3).

HLy = %(n+ DEn+1)-1)2n+1)+1) = é(2n+ 1)(2n* + 5n + 3)

sa foljer nu, enligt induktionsaxiomet, att likheten géller for alla naturliga tal n > 1.

I-XA 0 3
0 = det 0 1-X 4 =(1-A)3=16(1-X)—9(1—X) = (1-N)[(1—\)*—25].
3 4 1-X
Detta ger att A =1 eller (1 — A) = £5 dvs A = 6 eller A = —4.

For dessa véirden pa talen A loser vi ekvationssytemet

(1-XNz + 3z =0
1-Ny + 4z =0
3x + 4y + (I1-XNz = 0

Vi far for A = 1 16sningarna (z,y, 2) = t(—4,3,0), A = 6 losningarna (z,y, z) = t(3,4,5) och
for A = —4 1sningarna (z,y, z) = t(—3, —4,5).

. En linjes riktningsvektor ar bestdmd sa nir som pa parallellitet, sd om de bégge representa-
tionerna av en linje, beskriver en och samma linje maste

(17 _17 2) = t(ba _b7 1)
for nagot tal t. Enda mojligheten dr att ¢t = 2 och da maste b = % Med detta virde pa b sa

ar riktningsvektorerna parallella.

Punkten (1,2,0) ligger pa linjen. Sa vi undersoker om det finns ett tal a sa att

1 1
1,2,0) = 1) +t(z,—=,1).
(1.2,0) = (a,0,1) + (5, ~5. 1)



Detta ger att

l=a+-, 2=a——-, 0=1+t
Vi finner att det finns ett a som duger, a = 2 (med t = —1).
Svar. Ja.

1 1 0 1 2 -1
(o |=17(lo]-|o0 B T I I
0 L\ 2 2 /| 3 4 ~1
0 [/ 2 1 0
T 1 =T 1 -2 0 -3 0 =
0 1\ 3 0 1
1 1 1 0
1 -2 -7 -3 3 = 6
1 -1 2 -3
Sa vi far
Svar.
-1 0 1
-7 6 3
-1 -3 2

. Anviander formeln
x=(ATA)"*ATD

diir A #r givna systemets koefficientmatris, b= (6 —4 2 4)T ochx=(k | m)T. Da

1 -1 1

0 0 1

A= 1 1 1

4 2 1

sa blir

18 8 6
ATA = 8 6 2
6 2 4

Invertering av denna matris pa sedvanligt sétt ger insatt i formeln ovan att (k,l,m) =
(3,-3,-1).
Svar. y = 322 — 3z — 1.



9. (a) Vektorn x = (21,2, 23, x4) tillhor det sokta ortogonala komplementet om och endast

om x dr ortogonal mot varje kolonn i givna matrisen. Detta innebér att skaldra pro-
dukten av x med varje kolonn #r lika med noll. Vi far foljande villkor pa x:

5.731 + 71‘2 - 6333 + 733‘4 = 0
I + To — 2583 + 31‘4 = 0
201 + 3z — 2x3 4+ 2x4 = 0
€1 — 4x3 4+ Txy = 0

Detta system har 16sningen
(xl, x2,T3, 1‘4) = t(—?, 4,0, 1) + 5(4, —2,1, O)

Vektorerna (—7,4,0,1) och (4,—2,1,0) &r linjdrt oberoende och spianner upp det orto-
gonala komplementet, sa

Svar. (—7,4,0,1) och (4,-2,1,0).

Allmént géller for ett delrum U till ett vektorrum V' att

dim(U) + dim(U*) = dim(V).

Eftersom ortogonala komplementet till kolonnrummet har dimension 2 sa har kolonn-
rummet dimension 4 — 2, dvs 2. Vi anvinder Gram-Schmidts metod for att komplettera
vektorn e; = (1,1, —2,3) med en vektor es ortogonal mot e;. Lat v = (1,0,—4,7). Vi
far

e v €1 .ve
2 — 1=
llex][?
30
(1a0a _477) - B(la ]-7 _273) = (_17 _2a0, 1)

Svar. e; = (1,1,—2,3) och ex = (—1,—2,0,1).

10. Raknelagarna for skaldr produkt och kryssprodukt ger att

axb=axc = ax(b-c)=0 (1)

a-b=a-c = a-(b—c)=0 (2

Ekvation (2) ger att a L (b — ¢) och da ger (1) att

. ™
0=llax(b—c)|l=|lall-[b—¢ll|sin(3)]

Da sin(%) = 1 och a # 0 sa #r enda méjligheten att b —c = 0, vilket skulle visas.



