Institutionen for matematik
KTH

Losningsforslag till tentamen i Linjar algebra II for D1 och F1, 5B1109, tisdagen den
7 januari 2003 klockan 14.00-19.00
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egenvardena &r alltsa 2,1, —1. Genom att sdtta in dessa virden i matrisen A — AI och
berikna nollrummet far vi de respektiva egenvektorerna: (1,0,0), (1,0,1), (0,1,—1) och
deras nollskilda multipler.

2. Skriv 22 = z, da dr 2* — 322 — 10 = 22 — 3z — 10 vilket faktoriserar som (z —5)(z +2). Alltsd
24— 322 —10 = (22 — 5)(22 +2) och faktoriseringen i férstagradsfaktorer blir 2* — 322 —10 =

(z +V5) (2 = V5) (2 +1V2) (2 — iV2).

3. Vi ger ett induktionsbevis. Startsteget, n = 1: 32 — 1 = 8 #r jamnt delbart med 8. Induk-
tionssteget: antag att pastiendet #r sant for n = k: da #r 3%2% — 1 = 8m for nagot heltal m.
Vi ska da visa pastaendet for n = k + 1. Vi har 32(-+D) — 1 = 32k+2 _ 1 — 9. 32k _ 1 —
832k 132k _ 1 =8(3%¢ 4 m) enligt antagendet, vilket visar pastaendet for n = k + 1. Med
hjilp av induktion har vi visat pastaendet for alla positiva heltal n.

4. Systemet &dr ekvivalent med

z + 2y + 3z = 1
(a+2)y — 18z = 3
Yy + (@—92z = b-3.

Determinanten ér alltsa (a +2)(a —9) + 18 = a®> — 7a = a(a — 7). Om a # 0 och a # 7 finns
det precis en 16sning for varje b. Om a = 0 har systemet inga losningar nir b # 9/2 och
oidndligt méanga l6sningar néir b = 9/2. Om a = 7 har systemet inga l6sningar nér b # 10/3
och o#éndligt méanga losningar nér b = 10/3.



5. (a) Vektorerna Zi,...,#, &r linjirt beroende om och endast om det finns en icke-trivial
linjar kombination som &r lika med nollvektorn:

le1+-"+cnfn:6, (Cl,...,cn)#(o,...,O).

(b) Antag att det finns ett sadant ¢t. Da &r &ven vektorerna (1,2,1), (2,1,¢) och (1,¢,1)
(vilka fas genom att ta de forsta tre komponenterna av varje vektor) linjéirt beroende.
D4 #r den motsvarande 3 x 3 determinanten lika med noll, vilket ger (£ —2)% = 0, alltsa
t = 2. Dvs, om vektorerna ir linjirt beroende, da #r t = 2. Aterstar att avgora om
t = 2 ger tre linjirt beroende vektorer. Det &r litt att se att sa dr inte fallet. Svar: nej,
det gar inte.

6. Lat (2,y’) vara koordinaterna i det nya systemet. D& giller (z,y)T = A(z',y)T dir
matrisen A bestims av A(1,0)7 = (cos w/4,sin 7/4)7 = 1/2(v/2,v/2)T och A(0,1)T =
(cos 3m/4,sin 37/4)T = 1/2(—v/2,v/2)T. Vi far

:L,/
(3)-(1% 25) ()
Alltsax—lf(x—y)ochy— V2(a! )v1lketgerx+y—\fm och z —y = —2y'.
Eftersom (x + y)( —y?) = (v + y)? (a: — y) blir kurvans ekvation i det nya systemet

—2\fgc’2 =1

M\»—-

7. Lat U = (t?)* vara det ortogonala komplementet. Eftersom P, har dimension 3 och (¢?) har
dimension 1, f6ljer att U har dimension 2. Det &r létt att se att ¢t € U, eftersom f_ll t3dt = 0.
Polynomet t2 + a &r ett element av U om och endast om

0= /1 (t* +at?)dt = [t° /5 + at®/3]L, = 2(1/5 + a/3),

-1

vilket ger a = —3/5. Svar: ortogonala komplementet spinns av t och t2 — 3/5.

8. (a) Ekvationssystemet som bildas av 1+s =1¢, 5s =1 —¢ och 2+ s = 1+ ska 16sas. Vi har
S5s=1—t=1—(1+s)=—s,alltsd s =0, da t = 1, och det dr den entydiga 16sningen.
Linjerna skér varandra i punkten (1,0, 2).

(b) Cosinus for vinklen berdknas med hjilp av skaldrprodukten av linjernas riktningsvek-

rorer: 1,5,1 1,—-1,1 1-5+1 3 3 1
cos 6 = (a’)'(vfa) — 9+ - _9_

5D =LY~ V2Tv3 — BT 9 3

9. Sadana z, y, z och w finns om och endast om den kvadratiska formen z2 + 32 + 22 + w? —
(2zy — 222z — 2zw — 2yz — 2yw + 2zw) &r inte positiv definit, vilket géller om och endast om
den motsvarande symmetriska matrisen

1 -1 1 1
-1 1 1 1
1 1 1 -1
1 1 -1 1



10.

har ett icke-positivt egenvirde. En berédkning visar att matrisens karakteristiska polynom
ar (A — 2)3(\ + 2). Alltsd &r —2 ett icke-positivt egenviirde, och det finns sidana x, y, z
och w. (T.ex. kan man ta (z,y, z,w) = (1,1, —1, —1), en egenvektor med egenvirde —2. Den
kvadratiska formen ger d& viirdet —2[|(1,1,—1,—-1)[|*> = —8.

(a) Vikan t.ex. betrakta de motsvarande avbildningarna fran R™ till R”. Da motsvarar B
avbildningen Ts och AB avbildningen T4 o Ts. Rangen av B &r dimensionen av bilden
av Tp och rangen av AB &r dimensionen av bilden av T4 o Tz. Eftersom det(A) # 0
ar T4 inverterbar och skickar en bas av bilden av T till en bas av bilden av T4 o Tg.
Alltsa har matriserna B och AB samma rang.

(b) Det gar bra med 2 x 2 matriser, t.ex.

11 0 1 0 2 0
A_(O 0)7 B_(O 1)' AB_(O O)’ BA_(O

o O
N—



