Institutionen for matematik
KTH

Tentamen i 5B1109, Linjir Algebra II for D1 och F1 fredagen den 24 oktober 2003
kl 14.00-19.00

Examinatorer: Tomas Ekholm och Olof Heden.
Tillatna hjilpmedel: Inga.
Betygsgranser: 16 poing ger betyget tre, 21 poing ger betyget fyra och 30 podng ger betyget fem.

Bonuspoédng: Maximalt far fyra bonuspoéng tillgodordknas fran lappskrivningar och inldmnings-
uppgifter héstterminen 2003.

Ovrigt: Ge klara och kortfattade motiveringar till dina 16sningar. Skriv l#sligt.
PROBLEM: (Uppgifternas ordning ar oberoende av deras svarighetsgrad)

1. (3p) Los matrisekvationen XA = B dir
120

A=(130] o B:<(1)_02_11>.
201
Lisning: Bestim AL,
120[100 Addera —1av 1 [120]1 00
130010 {d.enfiirstaraden} 010/—-110
2011001 till den andra _201 0 01
Addera —2 av [1 20100
= {den forsta raden} 010/-110
till den tredje 0 _4 11—2 0 1
Addera 4 av -120 100
= {den andra raden} 010(-110
till den tredje 001/-641
Addera —2 av [100[3 -20
=3 {den andra raden} 010/-1 10
till den forsta 001|-6 4 1
Alltsa
-20
At = —1 10
-6 41
Slutligen far vi
3 =20
10 -1 9 —6 -1
X = BA™! ( >—110:( )
0-2 1)\ ¢, -4 2 1
O
2. (3p) Visa formeln
n(2n+7)(n+7)

2:64+3-7+...+

(n+1)(n+5) =

6 7



for alla heltal n > 1.

Lésning: Vi nyttjar induktion.
(a) Fallet n =1 ger VL = 12 och HL = 12.
(b) Antag att

2 7
2.643-T+...+(n+1)mn+5 =" "+6)("+7),
for ett fixt varde pa n > 1. Vi vill visa att formeln stdmmer for ndstkommande heltal,

d.v.s. att

2.6+3-7T+...+(n+1)(n+5)+(n+2)(n+6) = ("+1)(2"6+9)("+8).

Studera vansterledet:

VL=2-6+3-7T+...+(n+1)(n+5)+ (n+2)(n+6)

_ n@2n+T7)(n+7) +(n+2)(n+6)

6
2n3 +21n2 +49n  6n% + 48n + 72
= +
6 6
203+ 27n® + 97Tn + 72
N 6
_ (n+1)(2n+9)(n +8)
= 5 .
Pastaendet foljer nu av induktion.
O
. (3p) Punkten (—2,—1,1) och linjen
T 3 1
yl=1{-2]+¢t|-2
F4 0 1

ligger bada i ett plan. Bestdm planets ekvation.

Losning: Vi bestdmmer en normalvektor till planet. En vektor i planet r linjens riktningsvek-
toru = (1, -2, 1) och en annan ir vektorn v mellan punkterna (3, -2, 0) och (—2, -1, 1).
Vektorn v blir (5, —1, —1) och vektorprodukten av u och v blir

€] ey es3
n=|1-21|=(3609).
5 —1 -1

Vi har att planets ekvation dr x + 2y + 3z + D = 0. Vi vet att punkten (—2, -1, 1) ligger i
planet och darmed uppfyller planets ekvation. Vi har ddrmed att D = 1 och planets ekvation
givet som x + 2y +32+1=0.

O
. (3p) Lat T : B2 — R? vara en linjér avbildning sadan att 7'(1,2) = (3,1) och T(-2,1) =
(1,1). Bestam T'(3,5).

Lésning: Forst finner vi konstanter s och ¢ sddana att (3, 5) = s (1, 2) +t (=2, 1). Vi finner

att s = 2 och t = —£. Vi har nu att

T(1,2) =T (1—53 (1,2) - % (-2, 1))
13 1 13 1 1
= +T(1,2) - £T(=2,1) = =3, 1) — =(1,1) = £(38,12).



5. (3p) Los det dverbestamda ekvationssystemet i minsta kvadratmening
-1 + I = 16
2$1 + x2 = -9 .

Ty — 2{E2 = —12

Lésning: Ekvationssystemet kan skrivas pa formen AX = B, dar

-1 1 16
A=|2 1], x=(“’1) och B=| -9
1 -2 T2 ~12

Vi 16ser ekvationssystemet ATAX = ATB. Vi har att
-1 1
re [(-12 1 (6 -1
ata= (P02 1) =(57

och att

16
AT\l aTp_ L (61 (=12 1\ [
X = (ATA) AB_35<16><11_2 _192

=5 (1e) ) =5 (o) = ()

6. Definiera i R? inre produkten (skaldrprodukten)
<u,v >=uv; + 2usvs + 3usvs.

(a) (2p) Fér vilka virden pa det reella talet a &r vektorerna wy = (a, 1, a) och wy =
(a, 1, 1) ortogonala.
(b) (2p) Lat nu a = 2. Bestém en nollskild vektor w3z ortogonal mot wy och ws.
Losning:
(a) Vektorerna &r ortogonala om < wi,ws >=0. Vi far

<wi,wy>=a’+2+3a=(a+2)(a+1)=0.

Vektorerna w; och wy &r ortogonala om och endast om a = —1 eller a = —2.

(b) Lat nua = 2 och ansétt w3 = (z, y, 2) sddan att < wi, ws >=0och < wa, w3 >=0.
Vi far ekvationssystemet

2042 +6:=0 [t e 3 = 0
20 + 2y + 32 =0 20 + 2y + 32 =0

till den forsta

z=
& [Ansitt z = ¢] y=—t
z= 0

En nollskild vektor dr wg = (1, -1, O).



7. (4p) Los ekvationen 28 — 2iz3 — 4 = 0. Svaret far anges i polér form.

Losning: Ansitt 23 = w, vi far ekvationen
w? — 2w —4=0.
Vi nyttjar kvadratkomplettering
w? —2iw—4=(w—i)*-3=0.

Detta ger att w —i = ++1/3 och att wi = V3 +i och we = —v/3 + 4. Det aterstar att 15sa
ekvationerna z®> = w; och 23 = wy. Vi studerar ekvationen 23 = w; i polir form och for
0 = arg z far vi '

|2)%e®? = 2¢5.
Losningen till denna ekvation dr

1 i(r+127k)

zr =2%e 1 | fork=0,1,2.

3

Ekvationen z° = ws i polér form ger

i5m

|z|3ei39 = 2¢°6

vilket leder till 16sningarna,

1 i(5n+12mk)
1

z = 23e s, fork=3,4,5.

Losningarna till ekvationen 26 — 2623 —4 =0 &r 2, for £ = 0,1,2,3,4,5.

8. (a) (2p) Lat V vara ett vektorrum. Definiera vad som menas med att vektorerna
Vi,V2,...,Vy 1 V &r linjart oberoende.
(b) (2p) Visa att vektorerna p(z) = 1+, q(x) = 1+ 3z + z? och r(z) = 3+ — 22 &r
linjért beroende i Py = {q : ¢ &r ett polynom av grad hogst 2}.

Losning:
(a) Vektorerna vy, ..., v, ar linjirt oberoende om ekvationen s1vy +...+ s,v, = 0 endast
har 16sningen s1 = s2 = ... = s, =0, dir s1,...,5, € R

(b) Vektorerna p,q och r &dr linjirt beroende om vi kan finna s, ss och sz inte alla noll
sddana att s1p + s2q + s3r = 0. Ekvationen far utseendet

$1+ S17 + So + 3s9x + s91° + 3s3 + s3x — 33w2 =0.

Alltsa har vi ekvationssystemet

Vilket ar fallet. Alltsd &r vektorerna linjart beroende.



9.

10.

|

(4p) Lat K(x) = 22? + 523 + 533 + 43132 — 4z123 — 82233, for z = (21, @2, 23). Undersdk
om det finns ett x # 0 sddant att K (x) < 0.

Lésning: Vi maste understka om den kvadratiska formen ar positivt definit vilket dr detsam-
ma som att undersdka om alla egenvirden till den associerade symmetriska matrisen till K
dr > 0. Den associerade matrisen har utseendet

2 2 -2
A=12 5 —4].
-2-45

Egenvirdena till A 16ses enligt ekvationen det(A — AI) = 0. Vi far
2—X 2 -2
det(A=AI)=| 2 5-X —4 [=2=XN(-X2)2+32-8(6-X)—-16(2-))
-2 —4 5-A

= (2= A)(A\2 — 10X + 25) — 40 + 24

= =A% + 12X\% — 45X + 50 — 40 + 24X

= -2 4+12X2 - 212 +10= —(A — 1)*(A — 10)
Eftersom egenvirdena till A dr 1 och 10 dr K positivt definit, vilket betyder att K(x) > 0
for alla x # 0.

O

(a) (1p) Lat V och W vara vektorrum. Definiera vad som menas med att en avbildning
T:V — W &r linjar.
(b) (1p) Lat Py = {q: q &r ett polynom av grad hogst 2}. Definiera T' : P — Py sddan

att
dq

T(a(z)) =2 - - (2).

Visa att T &r en linjir avbildning.
(¢) (2p) Bestdm matrisavbildningen fér T i basen B = {1,z,z?}.
Lésning:
(a) En avbildning T': V — W &r linjir om
i. T(x +y) = T(x) + T(y),
ii. T(sx) = s T(x),
for alla z,y € V och s e R
(b) L&t p,q € Py och 14t s € R. Vi har att
i T(p(2) + (@) = 2 - MG (2) =2 P (o) +2- (x) = T(p(x)) + T(a(2)),
i. T(sp(z)) =z - W2 (3) = 2. P (z) = sT(p(x)).
Alltsa ar T linjar.
(¢) Matrisavbildningen A fo6r T i basen B ges av

A= ([T(l)]B [T'(x)] g [T(wz)]3>

Vi far att T(1) = 0, T'(z) = = och T'(z%) = 22%. Alltsa far vi att

000
A=1010].
002






