Institutionen for matematik

KTH

Losningar till tentamensskrivning pa kursen Linjar algebra II for D1 och F1, 5B1109,
fredagen den 9 januari 2004.

1. Ekvationen 2% = i #r en binomisk ekvation. D& Arg(i) = m/2 och |i| = 1 sd kommer beloppet

av varje 16sning att vara 1 och argumentet for 16sningarna att vara z, = 7/6 + 2nn/3 for
n=20,1,2. Vi far

Svar: zg = €/™/6 = \/3/2 4+ i/2, z; = /0 = —\/3/2 +i/2, zp = 97/6 = i,

2. Pastaendet dr sant for n = 0 eftersom 1 = (2 + 0+ 0)/2.

Vi visar nu att om 14+4+7+...+ (14 3n) = (2+5n+3n?)/2 sd kommer 1 +4+7+...+
(14+3(n+1)) =(245(n+1)+3(n+1)%)/2.
Vi finner némligen att om 1 +4+ 7+ ...+ (1 +3n) = (2 + 5n + 3n?)/2 sa giller att

1+4+7+...+1+3n+1)=14447+...4(14+3n)+(14+3(n+1)) =

2+ 5n + 3n? 2+5n+3n*+2(1+3 1
+712+n 1+ 3(n41) = +n—|—n—|—2(+ (n+1))

2+5(n+1)+3(n+1)32
5 .
Enligt induktionsaxiomet dr nu pastaendet sant.

3. Koeflicientmatrisens determinant ar

-2 1 2
2 1 =T7(a+1).
3

-1

det a
1
Om vi substituerar a med —1 is systemet och loser med vanlig Gausselimination far vi

l6sningarna
(x,y,2) =(1,1,0) + ¢(1,0,1).

For ovriga virden pa a erhalles med Gausseliminationen svaret
(x,y,2) = (0,1,—1).
4. Om punkten P = (x,y, z) ligger pa bigge linjerna sa giller att
(x,y,2) =(3,2,1) +t(1,1,2) = (—2,7,1) + s(1,0,1)
for nagra reella tal s och ¢. Detta ger systemet
(t —s,t,2t —s) = (-5,5,0)

som har 16sningen t = 5 och s = 10. Eftersom en 16sning finns sa har linjerna en gemensam
punkt.



. Da
<Ll+z> it 3 5 3
)= —"——F——(1l+2)= 57— 0+2)=(1+2)=-1+ -2
<l+zl4+2x> f_11+2x+:c2 4 4 4

och

1 2

<z,1+z> LTtz 1 1 1
Tlay= —SELET> gy gy PTG Lgy g Ly
<l+4+zl+z> f_11+2x+332 4 4 4

sa blir avbildningens matris

1= (5 )

. b) Matrisen A : s karakteristiska ekvation det(A — AI) =0 &r
(1= 22— 9)(=2—X) =0

som har rétterna A = —2 (dubbelrot) och A = 4. Egenvektorer horande till egenviirdet A = 4,
fas pa sedvanligt sitt till e = ¢(1,1,0), t reellt tal. Egenvektorer hérande till egenvérdet
A = —2 ir vektorerna e = ¢(1,—1,0) + s(0,0, 1).

For att kunna genomféra den ortogonala diagonaliseringen behdvs en ON-bas av egenvekto-
rer. Egenvektorerna (1,1,0), (1,—1,0) och (0,0, 1) bildar en ortogonalbas. Vi normerar dessa
vektorer och bildar matrisen P med de normerade vektorerna som kolonner och matrisen D
med egenvirdena som diagonalelement:

1/vV2 1/vV2 0 4 0 0
P=1| 1/v2 -1/v2 0 D=0 -2 0
0 0 1 0 0 -2

For dessa matriser har vi diagonaliseringen av matrisen A:

A=pPDPT.

. Vi andvénder Gram-Schmidts metod foér att hitta en ortogonalbas. Lat f; = (1,1,—1,2,3)
och

(17 1a _17 27 3) ) (2a 3a 1) 37 2)

=(2,3,1,3,2) —
f2 (’ T ) (1>1771a2,3)'(1717717273)

(1,1,-1,2,3) = (1,2,2,1,—1).

Vidare later vi

(1,1,-1,2,3) - (3,1,0,—3,2)

=(3,1,0,—-3,2) —
Ja= G L0,78.2) = T T 5 8 (1,1, -1.2,3)

(1,1,-1,2,3)—

(17 2a 2a 17 _1) ) (3’ 1a Oa _37 2)
(17 27 23 17 _1) : (17 23 2; 1, _1)

Vi normerar dessa vektorer och far

1
(1,2,2,1,-1) = £ (11,3,~1,-14,5).

Svar: e; = 1(1,1,-1,2,3), ez = %(1, 1,-1,2,3), e3 = ﬁ(n,&q, —14,5).



8.

10.

b) En vektor (z1, %2, x3,x4) tillhoér det sokta ortogonala komplementet precis da
(21,29, 23,24) - (1,0,0,1) =0 och (x1,za,x3,24)(0,2,0,1) =0.
Dessa ekvationer ger ett linjart ekvationssystem med tva ekvationer vars 16sningsméangd Ar
(x1,29,23,24) = 5(2,1,0,—2) +¢(0,0,1,0)

och alltsa

Svar: span{(2,1,0,-2),(0,0,1,0)}

a) Om < x1,y >=< 29,y > for alla y sa giller att < x; — x9,y >= 0 {or alla y, dvs 1 — x2
ar ortogonal mot alla vektorer y i vektorrummet.

b) Lat y = x1 — xo. Vi far da att < x1 — @9, 71 — 22 >= 0 med enda mojligheten att
Tr1 — T2 = 0.

a) Antag fi1, f2, f3 bas sadan att T':s matris i denna bas ér diagonalmatrisen

A0 0
T = 0 X O
0 0 As

Da skulle T'(f;) = i, for i = 1,2, 3, dvs basvektorerna vore egenvektorer. Avbildningens geo-
metriska beskrivning ger att vektorn f; = (2, 1, 3) ér en egenvektor till 7 och med egenvéirdet
1 och att varje vektor v som dr ortogonal mot denna vektor avbildas pa vektorn —v. Tva
linjirt oberoende sadana vektorer &r t ex fo = (1,1,—1) och f3 = (3,0,—1), som da &r
egenvektorer horande till egenvardet —1.

b) Egenvektorer och egenvirden éir oberoende av matrisbeskrivning och enbart en geometrisk
foreteelse, sa se uppgift a).



