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1. Potenser och logaritmer

Ovningar
11 Forenkla uttrycken sa 18ngt som majligt
In8 _ 1
a m+|n8 In2+|n21
.3
®In3 . 1 0
b %ongloglOe n3-log; ed

c. sinh(In(Va2+ 1+ a)) och cosh(In(\/a2 + 1 + a))

12 L6s ekvationerna
a \/g(:e\/’_( b. (fef=e'*
C. @2-x% = gx
13 L &s ekvationen sinhx=1
14 L &s ekvationerna:
a VInpe-1) =\In(x+ 1) +In(x—-1)
b. In(x+2)+In(x+4)=In(2x+5)
C. Inx =Inyx
d In(x+6)=In(x+2)+Inx
e In2-x)=In(=)
15 a Losekvationen Vx—1=y-x-2
b. Bestém den funktion y(x) som satisfierar ekvationen
lg () —Ilg(x+2) =2
Ange ocksa funktionens definitionsmangd.
16 Avgor utan att anvanda réknedosa eller motsvarande vilket av talen
V2 V2
V2 (\/5 ) och (\/i \/5)
som &r storst.
17 Pavilken hojd dver havet kokar vattnet vid 85°?

Sambandet mellan lufttrycket p (métt i millibar) och vattnets kokpunkt K (métt i °C) gesi
intervallet 100 < p < 3 000 med god noggrannhet av

K=(15lnp-1)2+12
Sambandet mellan lufttrycket och hdjden h dver havet (métt i km) gesav
h=11 |n&p13

Definitioner

Potenslagar

Hyperboliska ettan

y=aX U0 x=logay di a>0och! 1samt
"naturlig logaritm”: In X =l0ge X
"10-logaritm”: 1g x = logg X

"hyperboliska funktioner”:

e —eg~ _ef+e¥X
5 , coshx = 5

—sinhx_e-e*_ 1
I tanhX_coshx_e;q_ X cothx

+
I sinhx=

| o
T sechx= s o= x= g

L ogaritmlagar I

b-c |

(ab)®=aP® |

an =, nheltal® 2 |

cosh2x—sinh?x =1

y>0

00a (b-c) = logg b +log, €

oga%: logab—log,c

0g,b? = a‘logyb

logyC

%% €= 1og,b

Grafer

y
A ,
/7 y=a
— X / -
y=a P
_/ ,
1
a= 1/ 4 y = log, x
/
/
YA YA
y= coth x
y=coshx\J.”/ = = oo ___ } _________
1 y= sinh X y= tanh\x
x “x
___________ -




2. Trigonometriska funktioner

Ovningar
21 Berakna exakt

in 2P 4p Sp

a sm3+c053+tan3

in °P P 5p
sin<P+cos P+ tan 3

22 Skriv nedanstdende uttryck som en summaav en eller fleratermer av formen a, b cosa ,csinb, dar

a, b och c & konstanter

b.

p
Sn2a

a  sin2xsin3x b. cos?x—sin?x
c. (sinx+cos x)? d. sin?xcos?y
23 L 6s ekvationerna
a sinx=sin2x b. cos25x=sin27x
c. tanbx=tan3x d. sinx =cos3x
24 L Os ekvationerna
a sinx=v3cosx b. —1 =3tx+5
COs2X
c. simx+cos4x=1 d. 1-cos2x =cosx
e 4cos?=cotx
25 Berakna exakt
.10 : 76 ee?oo
n: = n -+ C.
cos?rcs 3 Si gﬁrccosgb C tan?rCCOSg
2.6 a BevisaattomB?! 0s3ar Acosx+ Bsinx=vA2+ B2sin(x+f) dér tan f =
b. Skisserai samma diagram graferna for funktionerna
y = cosx, Yy = sinx och y= 3cosx+ 4sinx
Definitioner A (cos X, sin x)
snx =1 =D 1
COSECX C
X
w b
COSX = i = § 1
SeCX C
tanx = L =—snx _b
cotx cosx a

_ A
B

Trigonometriska ettan

Periodicitet
I sin(x+2p) = sinx
{ CoSs (X+2p) = cosx
1T tan(x+p) = tanx

Komplementarltet

|5|nx cosgg
Icosx sng

Ttanx cotg

Additionsformler

sfo: o aio:

co?x + sn?x=1

Teckenregler
I dn(=x) =-sinx=sin(x+p)
cos(—x) = cosx = —cos (X+p)

T tan(—x) = —tanx
Produktformler
i sinxsinyz%[cos(x—y)—cos(x+y)]
1 sinxcosy=%[sin(x—y) +sin (x+y)]

f COSXCOSY = % [cos (x—y) + cos (x+ V)]

tsm(x+ y) =Sin XCosy + Cos Xxsiny
COS(X+Yy) =cosxcosy—sinxsiny

_ tanx+tany
+y) = lenx+iany
Ttan(x = 1-tanxtany

Vinkelhalvering

lsmz; 1-cosx

2 2
1 00525:1”2:03)(
1an2x_1 COS X
1+ cos x

Eulersformler

dY=cosy+isny

1S|nx+smy 25|nX+y cos;y

Tcosx+cosy 2005X+y cosTy

Vinkelférdubbling

i
1
fr

SiN2X=2snXCcosX

2

€0S2 X = cos?X —sin?x =

=2c08x—1=1-2sn%

tan2x = 2tanXx

1—tar’x
J[smy-e' -—| sinhiy
1
{cosyzwzcoshiy

Speciella varden

2

For heltalsmultipler av p/2 kan sinus- och cosinusfunktionernas exakta vérden avlasas fran
" cirkeldefinitionen” i figuren pa foregéende sida. For heltalsmultipler av p/4 och p/6 erhdlls de

exaktavérdenamed hjdp av trianglarna:

V2

] [\

AN




3. Komplexatd

Defyraraknesitten

Uttryckenz = a +i b, dara och b & redlatal och symbolen i har egenskapen att i2 = 1, kallas komplexa tal.
Man kan tanka p& dem som punkter i ett plan med ett ratvinkligt koordinatsystem, det komplexa talplanet.
Tadeta+i b svarar ddmot punkten (eller vektorn) med koordinaterna (a, b)

" Punktvarianten” A ' Vektorvarianten”

a a
De komplexatalen kan adderas, multipliceras, subtraheras och divideras med varandra (for divisionen med
det vanliga undantaget, att man inte kan divideramed 0):

Exempel 3.1:(De fyraréknesétten)

Omz=2+3iochw=4-i A&
Z+W=(2+3i)+(4-i)=2+3i+4-i=6+2i,
z-w=(2+3i)—(4-i)=2+3i—-4+i=-2+4i,

ZW=(2+3i)(4—i) =2-4-2 + 3i-4-32=8-2i + 12i + 3= 11 + 10i,

z _2+3 _SForangmedd _ (2+3)(4+i) _ 4, .
W™ a-i T8 a+i U @-i@p) - EConugaregeinu=
:(2+3i)(4+i):8—3+(2+12)i:§+£1i -
22 17 7"

Division mellan tvd komplexatal kan alltid utféras efter sammamonster som i det senaste exemplet, dettaom
ndmnaren! 0. Man har att

c+id _&Forlangmeda—ib och, _ (c+id)(a—ib) _ (ac+ bd) —i(ad—bc) _

a+ib €anvand konjugatregeln! a2—(ib)2 a2 + p2

—ac+bd ; ad-bc
a2+ b2 a2+ b2'

dar namnaren a2 + b2 &r reell och® Ooma+ib? 0.

Ovningar: 3.1-2,4a-¢,5

Real- och imaginérdel, reella och imaginéra axeln

Omz=a+ib, daraochb & redla, sdsiger man att a & realdelenoch b & imaginardelenav det komplexa

talet z. Man skriver ocksa

[Rez = arespektivelmz=b.| @

Exempel 3.2 (Real- och imaginérdel)
2+3i _ 5

a-i C a7 ON MG

Enligt det foregdende exemplet & Re

Varjeredlt tal a & samtidigt ett komplext tal eftersom

2+3i _ 14
17

a=a+i-0. z=a+ib
Dessa svarar i det komplexa talplanet mot punkterna p& den " ho-
risontella” axeln som darfor kallas den reella axeln. P& den andra
axelnligger talenav formen 0+ib=ib,
de sa kallade imaginara talen, varfor axeln kallas den imaginara Re
axeln -
Ovningar: 3.3.
Konjugering

Im

Tdeta—ib, déraoch breela kallaskonjugatet till z=a + i b och
man skriver o) T e z=a+ib

Geometriskt motsvarar konjugatet till punkt dess spegelbild i den reella
axeln.

Konjugering kan ses som ett slags réknesétt. Foljande egenskaper hos
det & vérdaatt notera:

1 Observeraatt imaginardelen &r ett reellt tal.

=z tya+ib = a—ib =a+ib,
z=z U zredlt tya—-ib=a+ibU b=0,

z=-z U zimaginat tya—ib=—a-ibU a=0,
Z+w =z+w ty bddaleden=a+ c—i(b + d),
Z-W =zZ-Ww ty bddaleden=a-c—i(b—d),
Zw =zw ty badaleden = ad —bc —i(ac + bd),
(1/z)=1/7 ty bdda leden = (a + i b)/(a2 + b2),
(z/w)=zlw ty (z/w)=(z-1/w)=




=z-1/w)=z-(1/w)=z/w.

Dessutom géller: Alm
Rez =212 5 ib=(z—2/2=i-Imz
ZEE —7 @ e @ o 7z
Imz= %5 < a=(z+2)/2=Re
=z |
: Re
*z

Exempel 3.3: (Losning av ekvation med hjalp av konjugering)
Los ekvationen (3+2i)z+5z=2—-4i.
Lésning: Konjugering av ekvationen ger i vansterledet: (3+2)z+5z =
VoYY e - —= —
= B42)z+87=08%%) . z+52=(3-2i)z+5z2
och i hogerledet: 3(22436 =2+4i.

Ekvationen & darfor ekvivalent med:
| (3+2)z + 5z = 2 —4i [
i 5z + (3-2i)z = 2+4i [2

vilket & ett linjért ekvationssystem med komplexa koefficienter i de obekanta z och z. Ett sddant system
kan l6sas med exakt samma rékneteknik som motsvarande reella system. Man anvander bara
raknereglerna for de fyra raknesétten under kalkylens gang och dessa regler géller ju ocksa for de
komplexataen.

Eftersom vi mest & intresserade av variabeln z eliminerar vi z genom att bilda
(3-2))" [1]1-5" [2]. Man far d&

[(3-2i)(3+2i)—55]2=(3—-2i)-(2—4i) —5(2 + 4i), dvs—12z = -12 — 36i,

varay z=1+3i. u
Anmarkning: Ett aternativt sitt att |6sa ekvationen &r, att man frén borjan ansitter att z = x + iy, dar x
ochy & reella obekanta.

Eftersomz = x — iy, si kan ekvationen skrivas

(B+2)(x+iy) +5(x—iy) =2—4i.
Samlar man hér allareellarespektive imaginéra termer for sig far man

(3x—2y+5x) + (3y + 2x—-5y)i =2 —4i.
Eftersom de bada komplexa storheternai higer- respektive véansterled barakan vara lika om deras real-
och imaginardelar &r lika, s3 & man ett ekvationssystem — den hér gangen med reella koefficienter och
obekanta:

1 8x—-2y= 2 [3]

i 2x—2y=-4 [4]

Ur [3] —[4] f&r man 6x = 6, ur [3] — 4 [4] till sist 6y = 18. Det soktakomplexatalet & z=1 + 3i.

Oftast &r det ingen fordel att som i den senare |6sningsmetoden transformera ett problem uttryckt i
komplexa storheter till motsvarande problem som handlar om redllatalpar. Jamfor de tva metodernatill
exempel genom att berékna |6sningen av en ekvation som (3 + 2i)z = 52i, dels genom att utféraden
komplexadivisionen 52i/(3 + 2i) och dels genom att séttaz = x + iy, transformera det helatill ett reellt
ekvationssystem med x och y som obekanta och sedan |6sa detta. u

Ovningar: 3.4f—h, 7a—bh.

Belopp av komplext tal
Beloppet av ett redllt tal x definieras som bekant av

_i xomx2 0,
Ix| “1 —=x omx<0.
dvs|x| & avstandet mellan punkternax och 0 p& den reellalinjen.
Langd-v = v
N T e e
T t 1 = R
v G N

Langd u = |u|

Im
Langd =\/ a2 + b2

.................. .
g .‘/"} :

P& motsvarande sétt definierar man beloppet for ett komplext
tal z som avstandet mellan punkterna 0 och z i det komplexa

talplanet. Dvsomz = a+i b, daraoch b & reella, sd & z=a+ib
bl
|z|=\a2 + b2
_ | " >
Eftersoma2 + b2 = (a+ i b)(a—ib) = z - Z, sikan detta lal Re

ocksa skrivas
|z|=Nz -z
Exempel 3.4: (Belopp av komplext tal)
|5 12i| = \/52 + (-12)2 =\/169 = 13,
|cosa +isin a|="\/cos?a +sin2a = 1,
i 1§ _ja-ibj_ al + b2 _
ta+ibt "ta2+ b2t T \/ @2+ 022 (a2+ b2)2
( ) ( )
1 1

Jaz+pz  la+ib]




Ur relationen |z| = Va2 + b2 avlaser man att Aim

212 Va2 = |a| = |Rez],

med likhet om och endastomb=0o0ch a3 0, dvsom z & redlit.

P& motsvarande sétt géller att [Imz]
[z|* [Imz],

med likhet om och endast om z & imaginart.

For defall att zinte ligger panagon av axlarna svarar detta helt enkelt _ -

emot att hypotenusan, |z|, i en rétvinklig triangel altid & storre &n var och IRez| Re

enav sinakateter |Rez|och |Im z|.

Allméannare; Eftersom vektorernaz, w och z + w, om deinte & paralella, altid bildar tre sidor i en triangel s3

maste

[z + w[<|z]+ |w],
Om vektorerna &r parallellamen riktade & olika héll sA galler samma olikhet. Om de daremot &r likariktade
sarader likhet mellan de bada leden:

A Im A Im Yz A Im

a4
|z+w| | IZl\\/ |z+w|\/

|z+w]| [z]

] ]

|z]

- ~ e | ~ {\ |
Re X Re Re
Icke-paralelaz och w Parallellamen motriktade Likariktade

|z + wl<|z|+ |w] |z + wl<|z|+ |w] |z + w|=|z|+ |w|

Den generdltriktigarelaionen,| |z + w|£ |z]|+ |w]| \ kallastriangelolikheten.

Ovningar: 3.6 —7.

Geometriska tolkningar av addition och subtraktion.

Additionen har en enkel geometrisk tolkning: Den svarar mot vektoraddition av motsvarande vektorer. For
subtraktionen har man ett liknande férhéllande:

i(b+d)g-—-------- et z+w=(at+c)+i(b+d) ~AIm

c aa+c Re C a-c@ Re

Om k &r ett redllt tal sdsvarar produkten kz = k(a + i b) = ka + i kb mot att vektorn z multipliceras med
skaldrenk:

‘Im ‘Im

kz = ka + ikb z=a+ib
z=a+ib
|
Re
| kz = ka + ikb
Re !

k <0, vektorn kz har motsatt riktning

k> 0, vektorn kz har ssmmariktning mot z och & |k| ggr langre

som z och &r k ggr langre.

Polér form av komplexa tal

Real- och imaginadrdelarna a respektive b till ett komplext
tal z=a+i b anger talets|&ge i talplanet som koordinater i
ett ratvinkligt koordinatsystem. Givetvis finns det manga
andra sétt att beskrivaen punkts|égei ett plan. Ett som &
mycket anvandbart, till exempel om man vill sudera
vridningar i planet, & de si kallade pol&ra koordinaterna:
Som légesbeskrivning tar man dels motsvarande vektors
> langdr (= |z| = punktens avsténd frén 0), delsen vinkel j ,

Re som den reella axeln skulle behtva vridas for att fa samma
riktning som z. Motursvridningar réknas dérvid som positiva.

Enligt definitionernaav funktionernasinj och cosj sihar man som Im
samband mellan dessa poléra koordinater r ochj och real- och ima-
gindrdelarnax och y: z=x+iy
r VL
T x=r cosj i Ey\:Sm
y=rsinj X=rcos] Re
och | z=r(cosj +isinj),

Man siger att talet z angetts papolar form.

Man har allts3

Vridningsvinkelnj kallas talets argument. Eftersom man kan na samma punkt genom olika vridningar som
kiljer paett antal helavarv, & argumentet inte entydigt definierat. Man |8ter arg z beteckna mangden av alla
dessavridningar. Omj & enav dem A& altsa

| argz=j +2np, (0betecknar helta) |




Exempel 3.5 (Polér form av komplexatal)
ez=ib r=|i|=1
ochj =£23 (eller négonavvinklarnag +2np),

polér form av talet i & alltsd cos g +isin LZ) .

ez=1-ib r=|1-i|=V12+(-1)2=+/2

ochj :—%,altsi

1—i=\/§§:05(—g) +isin(—£)g.

e 2=B3+i b r=|3+i|=\(=V3)?2+12=20ch] :%p,

altsa—/3 +i :2§os%’ +isin %pg

e z=3+4ib r=|3+4i|= Am
\32+42=5 ochj :arctan%,altsé 3+4i
5/ 1,

- arctan (4/3)
>
‘]T?, J 3 Re

/ arctan (3/2) —p
2- 3 1

3+4i= 5§:os(arctang) +isin (arctan%)g

e z=-2-3ib

r=1-2-3i1=\(22+(32=V13
. 3

ochj = arctans —p,

altsd—2—3i =4/13 %osgérctangg —pg+ isin ggrctangg —p%

Notera ocksA att den poldraframstdiningen av talet z pa ett enkelt st
& relaterad till z:s poléraframstélining: Eftersom vektorn z & spegel-
bildeni redlaaxeln av vektornz sdar

|z|=|z|ochargz=—argz,

z=r(cos(H ) +isn())

Ovningar: 3.9.

Geometrisk tolkning av multiplikation och division.

Omz; =rq(cosj 1 +isinjq)ochzy,=r5(cosj o+isinj ) safér man for produkenz; - z,:
Z1-Zp=rq(cosji+isinjq)-rp(cosj,+isinjo)=

riraf(cosjq-cosjp—sinjq-sinj ) +i(cosjy-sinjo+sinjq-cosj )] =

= éEnligt additionssatserna for sinus- och cosinusfunktionernati =

=rprpfcos(ji+j) +isin(jy+jol Ly

vilket anmérkningsvart nog & en polédr framstélining av produkten i fraga. Man avlaser att,

lz-zl=rirp =zl 2l
lag@z-z)=j1+j=agz +agz,

| 4
Re
Att multipliceraett tal zy med z; innebér att vektorn z, vridsj 4 radianer
och att dess|angd mulipliceras med z4:s léngd.

Multiplikation av tvdkomplexatal svarar alltsimot addition av deras argument. Situationen pdminner om
potensiagenaX - a¥ = a(X+ ¥) déar multiplikationen i det ena ledet svarar mot en addition av exponenternai
det andra. Bl adérfor definierar man:

GO S
dl = cosj +isinj
Den polaraframstéliningen av ett komplext tal f&r da den koncisare formen
z=rédl

och relationen [P] ovan kan skrivas . . o
riélirpdl2= rlrze'(J 1+]2)
Definierar man sedan exponentialfunktionen for en godtycklig komplex exponent enligt
F=gatib d=a(ea-eib=ea((:osb+ isin b)
sa kommer potenslagen for multiplikation att géllafor allakomplexa exponenter:
Forz=a+ibochw=c+idé& nédmligen: ) ]
L. W= . db . dd_ga+0) db+d)_fa+)+i(b+d)_z+w

Exempel 3.6.(Polér framstéining med hjép av exponentia funktionen)
De komplexatalen i det foregiende exemplet &r alltsi enligt detta skrivsitt:

i=dP2 1-i=/2e"PM —/3+i=2e5P/6 3+ 4i= 5N reqp
2_3i= \/TS ei[arctan(3/2) -pl.

Notera ocks relationerna dP=_1 |,

‘eijl:eijZ O j1=j,+2np,nethelta.

och

i o idn = _ i
Ur likheterna *COSJ_ *han . el_i-

cosj —isinj = cos(H)+isin(—) =&
fé&r man efter addition respektive subtraktion,



2cosj =€l + el och2isinj =¢l —¢i P& motsvarande sétt enligt binomialsatsen for 3:e-potenser:

o d gl cos3j +isin3j =e3 =(&l)3=(cosj +isinj)3=
Cos| = ——75 — =cos3 +3icosy sinj —3cosj sing —isndj =
dvs T Eulersformler =(cos}j —3cosj sinj) +i(3sinj -cosy —sindj )=
snj = e -€ J = éTrigonometriska ettanti =
2i =[cos3j —3cosj (1—cos?j )] +i[3sinj -(L—sing)—sind],
1 s§in3j = 3sinj —4sin3
For division galler tydligen att vaa/ 1 cos3j = 4cosd —3cosj
a_ndl gl e iy glias 1. dii-i o)
_ Z rpdl2 T2 e' 2 r2 r2 | nésta exempel drar man nytta av att de férhéllandevis besvérliga raknesitten " multiplikation” och
I figur kan detta beskrivas sd hér: "division” motsvaras av de enklare "addition” och " subtraktion” i exponenterna:
Exempel 3.8
. P
Forenkla (11 \/3)5%0 m g

(\/3+i)38’

Lésning: Eftersom enligt figuren hér bredvid

] ) )
\ | 1 Re 1+i\/3 =2dPBoch—/3+i=2¢5P6 Re
24/, & den vektor man f&r om z; vrids —j  radianer
och dess langd divideras med z,:s [angd.

har man att

For en produkt med k st faktorer h (1+i/350 =250 #50P/3 och (—/3+ )38 = 238 d385P/6 = 238 95P/3,
Or en produxt m orer nar man:

. : . ) till 23 hel 0
didiz.  .dik=diatiztw At LHIVIO _ iy a9 (509513 - 10 145D G el
om allaargll(Jmentmarllkafar man det speciellafalet: (—\E3+ i)38 exponenten.
@)K =M dler srivet utan exponentialfunktioner ,
‘ (cosj +isinj)k=coskj +isink ‘ = 212¢P =212 (-1) = -4096.
Sambandet kallas de Moivres formel. Talet k & dtills vidare ett positivt heltal. Notera dock att formeln ocksa Ovningar: 3.10-11.
galler fork = 0 om man dverenskommer att z° = 1 dven fér komplexa z. Formeln géller dessutom ocksa for
negativa heltalsexponenterk ‘ ” )
om—k<0: (€l )~K=1/(dl )K= anyssvisatti= (Xl )= R | .
Andragradsekvationer
Den komplexa exponentialfunktionen kan underlétta réknearbetet avsevart ocksa om man egentligen & ute
efter resultat angdende reella storheter:
Ekvationen z2 = w har for reellaw Isningarna
Exempel 3.7: (Harledning av trigonometriska formler) z=++/w(omw?3 0) —tvatal pAdenredlaaxen altsd, och
Man har att z = +i\/w (omw < 0) —vilket & tvatal pddenimagindraaxeln.
o i i 2 S Omw & ickereellt & det déremot inte lika l&it att se var i det komplexa talplanet eventuellaldsningar ligger.
cos2 +isin2j =e?) = () )2=(cosj +isinj)2= Foljande exempel visar en metod for att reda ut sdana problem:
=cos? +2icosj sinj —singj =(cos? —sin? ) +i(2sinj -cosj).
Identifikation av de respektive ledens real- och imaginardelar ger sambanden: Exempel 3.9: (Losning av andragradsekvation av typ 2 = w)
;§n2 = 2sinj - cos] Bestam paformena+i b (aoch b redla) alaldsningar till
1 cos2j = cosy —sing 2= 7 - 24

Losning: Sétter manz = x+ iy, dérxochy & reella, sdfér man (x +iy)2=-7—-24i U

2 Obstexat eij 2 & en punkt pd enhetscirkeln. D& &r dessinvers Jjeij 2 jdentisk med dess transponat e_ij 2,



X2 —y2 + 2xyi =7 —24i. |dentifieras sedan real- och imagindrdelarnai dessa béda led ger detta
X2 —y2 =7, samt 2xy = —24. Vidare géller fér beloppet géller av de bidaleden i den givna ekvationen
X2+ y2=12|2=|22| =\ (-7)2 + (-24)2= 25, Allts3

‘%x2+y2: %5 1 22 = 18 ‘%x = 3
t@-y2= 70 ¢ 22= 3201ty = #4
bt oy =-24 t xw=-12 tx=-12

Dettager x = +3 och y = ¥4, dér de vre och de undre tecknen hér ihop
(ty xy < 0). De sbktatalen &r alltsdz = + (3 — 4i). L]

En almén komplex andragradsekvation har formen:
72+ pz+ q=0, dar p och q & komplexa koefficienter.
Sadana kan omformas pé samma sitt som motsvarande reella ekvationer: )
5

Kvadrat- 52 2 N 2
2epzrg=0 U G+ B -Brrq=00 g+ 5= -q
komplettering ﬂ2 5 2
Sétter man hér z + g =z f& man ekvationenz 2= % — . Om hogerledet % —q & redllt, sdkan den

ekvationen | 6sas direkt genom rotutdragning. Om higerledet daremot & ickeredllt, s3f&r man istéllet anvanda
forfarandet i det forraexemplet.

Exempel 3.10 (Losning av andragradsekvationer av typen z2 + pz+ q=0.)
a Bestam paformena+i b (a och b redla) losningarnatill
22— (4+2)z+T7+4i=0.
Lésning: Kvadratkomplettering ger
22— (4+2)z+7+4i=00 (z—-(2+i)2-(2+)2+7+4i=00U0
(z—-@2+1)2=(2+1)2-7—-4i=4+4i—1-7—4i =4, varfor
z—(2+i)=+i\A==%2i dvs
z=2+iz2i=}2" 3
P2—1
b. Samma problem angdende ekvationen
iz2+ (2+ 4i)z+8+6i =0.
Losning: For att fa koefficienten for z2-termentill 1, dividerar vi forst ekvationen med talet i och fér:
2+ (4-2)z+6-8=0
Kvadratkomplettering ger:
2-(4-2)z+6-8=00 (z-(2-i)2-(2-i)2+6-8=00
(z-(2-0)2=(2-i)2-6+81=4—4i—1—-6+8i =3 + 4.
Sitter manz—(2—i) (=z) = x+iy, darxochy &r redlasierhdls:
X+iy)2=-3+4i0 2—y2+2x)i =-3+4i. X2+ y2=|-3+ 4i|=5
Detta ger

%x2+y2=5 %2x2=2 %xztl
f 2-y2 =301 22=801 y=%2
xy= 4 t =2 txy= 2

Alltsdx =*1 ochy=* 2, dar de 6vre och de undre tecknen hor ihop (ty xy > 0).
Vihardltdatz—(2-i) (=2) =x+iy=+ (1 + 2i), dvs
i 3+i.

Z=2—Ii(l+2l)=%1_ 3

Ovningar: 3.13a—i.

Binomiska ekvationer

En ekvation med z som obekant, z = w, dar n & ett positivt heltal och w & en komplex konstant, kallas en bi-
nomisk ekvation.® Lésningarna kallar man "w:s n:te-rotter” .

Specidfallet n = 2 granskades i det foregaende avsnittet, dér man |6ste ekvationen via ansatsen

z=Xx+1y, vilket gav ett ekvivalent redllt system i de obekantax ochy. Den metoden visar sig inte sérskilt
lamplig for dAn3 3. De allmannare binomiska ekvationerna kan dock dndé |6sas med ett annat forfarande
som bygger pa det poléra framstallningsséttet av komplexatal:

Exempel 3.11: (Lésning av binomisk ekvation)
Bestéam alla komplexa z sddana att z3 = 8i.
Losning: Skrivsz och 8i pa polar form far man,
z=rdl och 8i=gelP?2
darr3 Oochj & tvaredlaobekanta Den binomiska ekvationen & di ekvivalent med
(r ol = 8elP2 () r3d3l =gel P2,

Eftersom béda leden & komplexatal pa polar form, s& maste respektive belopp varalika. Argumenten
behover dock inte varalika, men om de skiljer Sig, S ar skillnaden ett helt antal varv:

il’3 = g 0 il’ = \S/é =2
1 3 = 5t 2kp, ket heltal fi = % + %’,kettheltd
Alltsi 2=2dP/BF2KP/3) y =0 41 42, ...,

vilket skenbart verkar ge oandligt ménga |Gsningar, men eftersom argumentet ckar med 2p om k okar
med 3, och € 2P = 1, sAfinns det bara 3 olika

Namnet kommer av att ekvationen kan skrivas 21— w = 0, dér vansterledet har tva termer — det &r ett binom.



}2dP% k=0 {l pm
I 24302 (k=2) 2013
- 2(cosp/6 +isinp/e) =+/3+i i o2 2

=1 2(cos5p/6+isin5p/6) =—/3+i
T 2(cos3p/2+isin3p/2) =-2i

-2

Losningarna ligger tydligen alla pa cirkeln |z| = 2. Eftersom vinkeln mellan tva succesiva
l6sningsvektorer & ett 3:e-dels varv, 2p/3, saligger de dessutom i hornen paen liksidig triangel. L]

Metoden i exemplet kan anvandas for att 16sa binomiska ekvationer i allmanhet:

omz=rdl ochw=rd? faman, _ o _
N=w 0 )=rd@ (0 "dN =2,
Identifikation av belopp och argument ger,
prn o=, [1]
n = a + 2kp, kett heltal. 2

Eftersomr ochr 3 0 sdhar [1] som endalésningr = /T, och ur [2] f&r man

j=2 4 &P o041 42

De siktatalen har altsiformen
2= d@M+2kp/N) -0 41 42 ..

Ocksa hér far man bara andligt ménga l6sningar, n st ndrmare
bestamt, eftersom argumentet 6kar med 2p dak-véardet okar med n.
Losningen till den binomiska ekvationen kan alltsit ex skrivas:
7= W d(@/n+2kp/n)
k=0,1,2,...,n-1.

n
Dessa l6sningar ligger dlapacirkeln |z|= Q/F ='\“W| ochi
hdrnen pa en regel bunden n-hdrning — vinkeln mellan tva pa varand-

rafoljande | 6sningsvektorer & ett nite-delsvarv, Z—rf) .

Argumentet for en av |6sningarna, % , & tydligen en n:ite-del av w:sargumenta.
Geometriskafaktaav dettaslag gor att man i enklafall kan avldsarétternai figur:

Exempel 3.12

3:e- och 4:erétternaur talet —1 kan sesi figurerna.
De ligger pa enhetscirkeln eftersom |-1 | = 1:

—1+i 1+i
V2 szm pi2 V2
Wl a/n=pl4
i
-1 p/4}1 Re
=1-i 1-i
V2 V2
4:e-rotterna &r J_r— i
i

Ovningar: 3.13m—p.

Ovningar:

31 Skriv paformena+i b, déraoch b & redla
a i+ b. (1+i)2 c. (2+)@+i)2-i)
d 8’;6' e (L+3)2—(L+4)2 f. 1+i+i2+i3
g. i",nhdtd, h. (1+i4/3)3

32 Skriv pAformena+i b, daraoch b & redla

1
7+ 24i b 3+, 3 1+35
3+4i © 1+2 T1-2 ¢ 5
2-3
+\/§|02 a&+|o2 ) 1
ﬁ e i+—7—
o I-i+3550
33  AngeRezochIimzda _
a z=2+3, b z=ﬂ, c. z=6i d. z=1
\2 p
34 L 0s ekvationerna ) )
a iz+1=z-3 b ZZlog- ¢ Zrl-g-
d 2-3i  _ 1 e Z+3i _iz+2+i
" z+5-6i T z-2-5i ’ z+2i T iz+2
f. z+2iz=6i g z+z =6 h. z—z =6



35

3.6

37

38
39

3.10

311

*3.12

3.13

Bestdm alaz och w for vilka

L (1+)z + (-iw = 5-3

i sz + w = 13

Bestim|z| d&

a z=3-4i b. z=3+2i_

d  z=(3-4)(3+2) e z=o_4
: 25340

g z=1l+cosa+isna, —-p<afp

Ge en geometrisk tolkning av foljande relationer:

a z+z=9 b. zz =9

d |z-1+i]>2

Cc. z=(3-4i)+((3+2)
f. z=cosa +isina

c. |z-1+i|=2

Visaatt 2|z +3i| =|z| U |z + 4i| = 2. Tolka detta geometriskt.

Bestéam belopp, argument och polédr framstélining till de komplexatalen:

a - b. 3i
i 1+iy3
4 i e P
(L+iV3)5(1-i)8
9 W3-i)°

i l+cosa+isina

Skriv padformena+i b, déra och b & redla

a dplé b, €&ip/3
d. é e  epl2+ipl2
Skriv paformena+i b, déraoch b & redla
1001
. A+i0
10 9
a  (1+i) b. oY
(1+iV3)5(1-1i)8
(/3-i)®

Visaatom|z| =1ochz? Ws‘iérhz__zwv\}

L Os ekvationerna:

a z22=2 b. 22=-8+6i
)
. R+|0

2 — _ - T ==

d z2=-2+2i e S ig 1

g Z2-(2+8i)z-14+8=0

i. (3+4)2+(4+22)z+25=0
k. Z4-4=2(2-2)

m. 8=

oo B-(1L+DB+i=0

c. —1+i

‘ a + i\/§912
: 1+i o
h. 7+ 24i

C. e—5pi/6

f. e2+3)x  xredit

=1

C.

74 =—7+ 24i
22-(3+2)z-1+3i=0
22+ (2+9)z-17+19 =0
A-(1+D)2+i=0
2+2i 2=5-2i
8+64=0

725=243
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4. Polynom

Definitioner

Uttryck som kan skrivas

p() = a1+ ap_1x1=1 + .+ agx+ ag,
dér ap, ... a, a komplexata och x en variabe, kallas polynom.
Talenay, ... ay & polynometskoefficienter och uttrycken ag, agX, ... ,
an_1X"—1, a,x" polynometstermer. Polynom som bara bestar av en term kallas ocksa monom.
Exempel 4.1:

(s

1 K2+ X & 18 1

= —ex2+ = x3 = = 4= _ =

P1(¥) =X P20 = €x2+ 5, () = "5 = Pal¥) = X+ S5 — 5

& alapolynom. Detva sistafor att de forenklastill formen [S]:

Rtx LD _ o ® 18 1, 1 1_.,

el e PE G T TR g T e TR

Polynomen p; och pz &r tydligen monom. L]

Polynom utvecklade som i [S] sigs vara pa standardform. Graden av et polynom p, gradp, & den stérsta
faktiskt forekommande exponenten i polynomets standardform. For polynomet [S] & gradennoman t 0.
Exempel 4.2

For polynomen i det foregéende exemplet & grad p; = 1, gradp, = 3 och

grad ps = grad ps = 2.

For polynomet ps(X) = (x + 1)2 — x2 — 2x & graden 0, detta eftersom foérenkling till standardform ger

ps(X) = (2 + 2x + 1) — X2 —2x =1 (= x0).

Observera att konstanterna p(x) = ag ocksé &r polynom!

Forag* Oé&rderasgrad = 0. =
Ett speciellt fall & polynomet dér allakofficienterna= 0, det si kallade nollpolynomet. For detta definerar
man att graden & —¥ . Om p & nollpolynomet skriver vi p= 0.¢

Divisionsalgoritmen

Det finns en del analogier mellan polynomen och heltalen: Liksom summa, differens och produkt av tva heltal
alltid ger ett nytt heltal s ger dessa raknesitt anvanda pa polynom altid et polynom som resultat.
Exempel 4.3

Med p, och pg somi exempel 4.1:
1 30 1
+ =X+ x3E+ (R +2)==x3+ (e+ 1)x2 +2,
P2(X) + pa(x) ?X 0% (x+2) 0 X (e+1)x

Definitionen kan verka egendomlig. Orsaken till den & bl aatt grad (p-g) = gradp + grad qda géller for alla polynom p och
¢, inklusive nollpolynomet. " Aritmetiken” for —¥ -tecknet, somjuinte & nagot tal, gesav—¥ +n=n+ (-¥)=—¥, —¥
+ (—¥) =—¥ och—¥ <nféradlahelta n.

Observera att man skiljer pd”p = 0", som alltsd utséger att p & nollpolynomet, och "p(x) = 0", som & ett st att uttrycka
enekvation: ax"+ a,_;x"~1 + . +ax+g=0.



P2 = pa) = Tl + 30— (2 +2) = 253+ (e~ )@ -2

Nollstéllen. Faktorsatsen

Det réder ett ndra samband mellan et polynoms nollstéllen, dvs rétternatill ekvationen
p() = apx + ap_1xN 1+ +a;x+a=0

och mdjligheterna att dela upp polynomet i faktorer.

pg(x)-p4(x)=§x2+%x3%(x2+2)= %)(5+ex4+ %x3+29x2. "

Kvoten mellan tva polynom & daremot i allménhet inte nagot polynom, liksom kvoten mellan tva helta i

allmanhet inte &r ett heltal. Nar kvoten ”inte gér jamnt ut” kan man dock ” dividera med rest”: Exempel 4.4:
29 =2+ 3 dler, somvi hellre skriver, 29= 212+ 5 empe 2.4
12 127 ' ) Polynomet x4 — 1 i ekvationen x4 — 1 = 0 kan delas upp i faktorer:

x4 —1 = éonjugatregelnll = (X2 — 1)(x2 + 1) = (x— L)(x + 1)(x—=i)(x + i).
Eftersom en produkt & = 0 om och endast om ndgon av dess faktorer & = 0, si avl&ser man har att de
fyratalen +1 och +i & rotter till ekvationen och att det inte finns fler rétter &n dessa. Ar man bara

Talet 2 kallas som bekant kvot och 5 rest. Dennarest &r dltid mindre &n brékets namnare.
For polynom har man en direkt motsvarighet till detta:

intresserad av redllarotter, si framgér det att +1 & de endal6sningarnatill ekvationen. L]

Sats 4.1 (Division med rest) Generellt géller att om polynomet har ett 1:a-gradspolynom, x — ¢, som faktor: p(x) = (x — C)k(x),

Ompochg,q? 0, s&finnsett polynom k och ett polynom r sidanaatt s arp(c) =0, dvscér enrot till ekvationen p(x) = 0.
p(x) = k(X) q(x) + r(x) och gradr < gradq. Inte likagdvklart & att omvant varjerot till ekvationen svarar mot en faktoruppdelning av dettadag:
Exempel 4.2 Sats 4.2 (Faktorsatsen)

L&t p(x) = 330 + 7x2 + 1 och g(x) = X2 —1. Vi vill besttmma polynom k(x) och r(X), gradr <2, saait
G+ 7R+ 1=k(X)(2=1) + r(x).
1°  Anpassaférst ett monom cx2 siatt polynomet cx@ g(x) = cx@ (x2 — 1) f&r samma ledande term som

Taet c & enrot till ekvationen
p(X) =axX+ a,_ X1+ . +ax+ a=0

p(X), dvs 3x5: Tydligen & cx@ = 3x3. om och endast om p(x) = (x— c)k(x) for ndgot polynomk(x).
2° Bildadifferensen p; () = p(x) —cx*q(x) = I+ +1-33(2-1) =33+ 7+ 1. Faktorsatsen kan anvandas for att reducera graden hos polynomekvationer dar man av ndgon anledning
Nodvandigtvs & dagrad p; < gradp. kanner till négon rot.
3° Upprepa forfarandet under punkterna 1° och 2° med p; i p:sroll: Man f&r som monom 3x och Exempel 4.5
P2 = (3x3 + 7x2 + 1) = 3x(%2 — 1) = 7x? + 3x + L och grad p, < grad p1. Problem: Lés ekvationen X3 — 9x2 + 13x—5=0.
4° Upprepaytterligare en géng med p; i p:s roll: Monomet blir konstanten 7 och Lésning: Koefficienternas summa rékar vara = 0, dettainnebér att x = 1 & en rot. Polynomet x — 1
Pa(x) = (7x2 + 3x+ 1) = 7(x2 1) = 3x + Boch grad ps < gradpy. méste alltsA g jamnt upp i x3 — 9x2 + 13x— 5. Division (genomfér gérna det!) ger x3 — 9x2 + 13x—5 =
Nu & grad p3 = 1 < grad g, varfor vi avbryter proceduren och samlar ihop resultatet: (x—1)(x2 — 8x + 5). Ekvationens 6vriga rotter satisfierar darfor andragradsekvationenx2 — 8x + 5 = 0.
5° p(x) — (36 +3x+7)()2—=1)=3x+8 U p(x) = (3 + 3x+7)q(x) + (3x+ 8), Denna har [6sningarmax = 4 +\/16 — 5 = 4 +/11.
dvs kvoten = 3x° + 3x +7 och resten = 3x + 8. L]
Svar: 1och 4+ \/1_1 u

Vid handrakning samordnar man lampligen kalkyler av dettaslag i en "divisionstrappa’, exempelvis s hér:

33 +3x+7 - kvot En viktig konsekvens av faktorsatsen & att en polynomekvation

- o PO =anx+ a,_1xN—1 + . +a;x+a;=0,pt 0,
dividend (jare) ® 36+7x2+1)X2 =1 - divisor (namnare) adrig har fler olika rétter &n polynomets gradtal. Om namligen cy, ... & & k olikarétter till ekvationen, si
30 -3 méste enligt faktorsatsen produkten
33+ 7x2+1 (x=c)(x=Cp) ... (x—cx),
3 som ju & et polynom av grad k, gdjamnt upp i p, varfér k £ grad p.
3x°— 3X
T o lrax+l Exempel 4.6
72 5 Problem: Bestam ett polynom p av sal&g grad som méjligt sd att p(1) = p(2) = 0 och p(3) = 1.
3x+8 - rest Losning: Polynomet har nollstéllena 1 och 2 och maste alltsdhax — 1 och x — 2 som faktorer, dvs p(X) = (X — 1)(X—:

Séttes har x = 3 far man 1 =p(3) = 1-2.q(3),dvs q(3) = % . Lagsta mojliga gradtal f&r man tydligen d&

q(X) séttstill konstanten 1/2. Allts
ID(x)=%(x—1)(x_2):%xz_gx+1' .

Ovningar: 4.1 -2.
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Exempel 4.7:

Problem: Polynomet p(X) = x antar vardenaO, 1, 2, ... ,1000dax = 0,1, 2, ..., 1000. Finns det nagot
annat polynom av grad £ 1000 som har denna egenskap?

Losning: Svaret & nej, ty om q(X) skulle vara ett sddant polynom si skulle differensen
d(x) = p(x) — q(x) varaett polynom av grad £ 1000 men med 1001 olika nollstéllen och detta & en
omdjlighet om d inte & nollpolynomet. u

Resonemanget ovan ger inte ndgon anvisning om det exakta antalet olikarotter. Som exempel visar kan detta
antd variera:
Exempel 4.8

Foljande ekvationer av grad 3 kan alltsd hamaximalt tre olika rotter:
0=x3—x=x(x—1)(x+ 1), har verkligen tre rétter, 0 och %1,
0 =x3—x2 = x2(x—1), har baratvarotter, 0och 1,
0 =3, har baraenrot, 0. L

Polynomen i exemplen 4.5 och 4.6 kunde delas upp i faktorer p& enkla vis och dérigenom kunde man be-
stammarotternatill motsvarande ekvationer. Vanligen & situationen den omvanda; ndgon uppenbar faktor-
uppdelning finns inte, ddremot kan man bestamma en sddan om man kan berakna polynomets nollstdllen.
Exempel 4.9

Delauppp(x) = x4 + 4 i (komplexa) faktorer silangt majligt.

Losning: Viloser ekvationen z4 + 4 = 0 fullstandigt. Eftersom ekvationen & binomisk kan den |6sas
med tekniken beskriven i avsnitt K4.4:

z=rdl b rafl = 4 =4 p r=+2ochj = pl4 + kp/2, k = 0, #1, 2.
Rétterna &r alltsd
z=\2dPA*KPD) = \[5 . (x1\2+i UN2) = +1 £i.

Dettainnebar att polynomet g(X) = (x— 1 —i)(x =1 + i)(x + L —i)(x + 1 + i) maste ga jamt upp i
x4 + 4. Kvoten méste i det hér fallet vara en konstant, detta eftersom p och g har samma grad. Eftersom
koefficienterna for x*-termerna r likafér p och g s & den konstanten = 1. Uppdelningen av p & altsa

X +4=(x=1-i)(x=1+i)(x+1-i)(x+1+i).

Ar man enbart intresserad av uppdelningar i faktorer med reella koefficienter, si kan rakningarna ovan
anda |osaproblemet: Nagrareella forstagradsfaktorer finnsinte, ty polynomet har ingareella nollstal-
len. Multiplikation av 1:a och 2:arespektive 3:e och 4:e faktorn ger dock polynom med reella koeffici-
enter,

X2 —2x+ 2 0ch X2+ 2x + 2, altsd

X4+ 4= (X2 -2x+2)(X2 + 2x + 2). "
Ovningar: 4.13c —f.

Algebrans fundamentalsats

| avsnitten K4.4 och K4.5 beskrevs generella metoder fér att | 6sa andragradsekvationer och binomiska ekva-
tioner. Det ligger naturligtvis mycket nératill hands att fréga efter metoder for att ange l6sningarna for god-
tyckliga polynomekvationer. Hur svaret pa den frégan ser ut, beror mycket p& vad man menar med ordet ” an-
ge”. For ekvationer av grad 3 och 4 finns |6sningsforfaranden av liknande slag som for andragradsekvatio-
ner. Lésningarna uttrycks da som kombinationer av ekvationens koefficienter med de fyra raknesstten och
med rotutdragningar (= [6sning av binomiska ekvationer). Vill man kunna ange lésningar pa detta sétt for
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ekvationer av annu hogre grad kréver man dock for mycket: For ekvationer av grad 3 5 finns inga sadana for-
faranden!

Dettainnebér inteatt sddana ekvationer saknar 16sningar, men om lésningar finns si kan de inte anges pa det-
taspeciellavis. Med helt andra, och rétt komplicerade, metoder kan man bevisaatt alapolynomekvationer av
grad 3 1 faktiskt altid har komplexarétter:

Sats 4.3 (Algebrans fundamental sats)
Varje polynomekvation,
PO =ax+ a, X1~ + . +ax+a =0,
av grad® 1 har (minst) en komplex rot.

Polynomet i exempel 4.6, x4 + 4, kunde delas upp i fyra komplexa faktorer. Kombinerar man fundamental-
satsen och faktorsatsen forstar man att dettainte & négon tillfallighet:

Om ett polynom delats upp i komplexa faktorer s& I&ngt som det & mojligt, s kan ingen av dessa faktorer
varaav grad3 2. En sadan faktor skullejui safall, enligt fundamental satsen, haett nollstélle c och sedan, pa
grund av faktorsatsen, kunna delas upp ytterligare med en faktor x—c.

Man har allts&

Sats 4.4 (Om uppdelning av polynom i komplexa faktorer)
Varje polynom
P() = axN + a, ;XL + .+ ax+ ag,a,1 O,n3 1,
kan delas upp i n komplexa 1:a-gradsfaktorer
PO = ay(x—C)(X—C2) ... (X—Gy).

Uppdelningarnaav polynomen i exempel 4.5 &r just av dettadag.

Observeraatt talency, ¢, .
enligt

.., Gy behdver inte behdver vara olika. Man kan dock altid samlaihop faktorerna

P(Y) = an(X—x)AL(x—%2)32 ... (x—x)2K,
dar xq, %o, ... X aladr olikaochay,ay, ..., ak & heltal 3 1. Man sager i s fall att roten x; har multiplicite-
tenaj, X har multipliciteten a,, osv, eller mera precist:

Definition: (Multiplicitet hos rot)

En rot X, till en ekvation p(x) = 0 s&gs ha multipliciteten a om

P(X) = (x—%)?a(9),
dér g &r ett polynommed q(x,) * O.

For fallena = 2 och 3 siger man ocksadubbelrot och trippelrot. Rétter av multiplicitet 1 sigs varaenkla

Exempel 4.10
For ekvationernax3 —x = 0, X3 —x2 = 0, respektive x3 = 0 har man
X3 —x = X(x—1)(x + 1): treenklarotter, 0 och +1,
x3 —x2 = x2(x—1) = (x—0)2(x—1): en dubbelrot 0 och en enkelrot 1,
x3 = (x—0)3: entrippelrot 0. L

Sammanfattningsvis:




Sats 4.5 (Om komplexarétter till polynomekvationer)

Varje polynomekvation p(x) =0, gradp=n3 0,
har n st komplexa rotter, om dessa réknas med sin multiplicitet.

Om n:te-gradsekvationen XN + a,_1xN—1 + ... + a;x + ag = 0 har rétternaxy, %o, ..
sen 4.4 om faktoruppdelni ngar, (séttan =1):
XN+ an XL+ L+ apx+ ag = (X=X)(X=%2) ... (X—Xp).
Specidlt for andragradsekvationer har man att
X2+ agx + a9 = (X—X1)(X—Xp) = X2 — (X + X)X+ X1Xe.
Man har alts féljande samband mellan ekvationens koefficienter och rétterna:
a =— (X1 + Xp) och ag = x1%o.

., %, SAmaste enligt sat-

Exempel 4.11:
Problem: Omkretsen hos en rektangel & 8 dm, dess area 2 dmZ2. Hur |&nga & rektangelns sidor?

Lésning: Om sidorna & x; och x, S3 har man att arean = xyx, = 2 och omkretsen = 2(x; + %) = 8.
Talen x; och x, méste darfor vara l6sningarna till andragradsekvationen X2 + a;x + ag = 0 med

a; =—4 och a,= 2. De & foljaktligenx, , =2 + 4 2.
Svar: Zi\/édm. L]

Om man paliknande sitt identifierar koefficienternai bada leden pa faktoruppdelningen av n:te-gradspolyno-
met ovan, sAf& man:

Sats 4.6 (Om samband mellan rétter och koefficienter)

For koefficienternatill n:te-gradsekvationen

X'+ a,_ X1+ . +ax+a,=0,
rétternas summa=—a, _, och
rétternas produkt = (=1)" g,

gdler att

Ovningar: 4.3 -7.

Polynom med reella koefficienter

De dlraflesta storheter man studerar i olikatillampningar av matematik, som i exempelvis fysik och kemi, be-
skrivs med reellatal. Om man i sddana sammanhang behéver anvanda sig av rékning med polynom &r dessa
naturligt nog forsedda med reella koefficienter. Komplexafaktoruppdelningar &r i sddana sammanhang av
begransat intresse — man vill hareellafaktorer. | exempel 4.6 sag vi att man viarakningar med komplexatal
kunde raknafram en reell faktoruppdelning av ett redllt polynom: x4 + 4 = (x2 — 2x + 2)(X2 + 2x + 2).

Inte heller detta & inte ndgon tillfallighet. Vi skall seatt det alltid finns en uppdelning av reella polynomii re-
dlafaktorer av grad 1 eller 2.

Forst en iakttaglse som ocksd har ett eget intresse;

Sats 4.7 (Om konjugerade rotter till reella ekvationer)

Om det komplexatalet z, & en rot till ekvationen
P(X) = axX + 8, X111 + . +ax+ g, =0,
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dér koefficienternaa,, a;, EE-* dlaérredla,
SA & det konjugerade talet z, ocksd en rot till ekvationen.

Deickeredlardétternatill en sidan ekvation forekommer alltsd bara som konjugerade par. (Ex:: Rétternatill
X+1=0&+itillx*+4=0&a+1+i)

Bevis for sats 4.7
Lé&t z, varaen rot till ekvationen. Dettainnebér att

anZo+ an_1Z0 L+ ..+ &aze+ 35 =0.
Konjugeras dennalikhet (se avsnitt K4.2.4) ger

BnZo+ 8n1Z0 T F . aZo+ 8o =0.

Eftersom polynomets koefficienter & reellasd ér ap = ag, a1 = as, ... , @ = an,

varfor AnZo+ Bn_1Z5 T+ ..+ &1Zo+ 8o =0,

dvsz, & enrot till ekvationen. .
Exempel 4.12

Problem: Bestam de reella konstanternaa och b s att x =i & enrot till ekvationen
X+ 7x3-22+ bx+a=0

och |6s sedan ekvationen.
Losning: Sattesx=ifa&rman1—7i +2+ bi+a=0,dvsa=-3ochb=7.
Ekvationen x4 + 7x3 — 2x2 + 7x—3 = 0 har reella koefficienter och enrot x = i. D&rmed & ockséx = —i
en rot och polynomet (x —i)(x + i) = X2 + 1 maste vara en faktor i ekvationens vansterled. Division (t ex
med divisionsalgoritmen) ger

X+ 7x3-22 +7x-3

X+ 1

Ekvationens 6vrigatvarétter & nollstéllenatill detta andragradspolynom:

=x2+7x-3.

x= =1 2 [® +3.

2 4

Svar: a=-3, b=7. Rotterna&r + i och —% i@l. u

Reellapolynom p(x) som har ett icke-redllt nollstéllezo = a+ib,b* 0 har altsd ocksa nollstéllet
7o = a—ib. Dettainnebér att bade (x —a —ib) och (x—a + i b) maste varatva olikafaktorer till p(x):

p(x) = (x—a—ib)(x—a+ ib) q(x), q ett polynom.
Men (x—a—ib)(x—a+ib) = (x—a)2 — (ib)2 = x2 — 2ax + a2 + b2 &r ett polynom med redllakoffecienter.
Det komplexarotparet a + i b svarar alltshmot en redl| faktor av grad tv& Eftersom redllarétter svarar mot
reellafaktorer av grad 1, sd har vi

Sats 4.8 (Om uppdelning av reellapolynom i reellafaktorer)

VarjeredIt polynom av grad 3 1 kan delas upp i reellafaktorer
av grad 1 eler 2.




Ovningar: 4.8-9.

Om ekvationslésning

Trots att det inte finns ndgra exakta |l Gsningsforfaranden for godtyckliga polynomekvationer, sdkan vissaav
dem anda | 6sas med rét enkla metoder. Hit hor andragradsekvationerna och de binomiska ekvationerna. Ett
annat fall & d&man kanner ndgon eller négraratter till ekvationen. (Exemplen 4.5 och 4.11 & av dettaslag.)
Enligt faktorsatsen kan man da reducera problemet till ett av l14gre grad som sedan kanske kan l6sas. Den me-
toden bygger alltsi pa, att man pa nagot sitt skaffat sig kdnnedom om nagon av rétterna. En majlighet &r for-
stés att man provar sig fram — man ” gissar rétter”. Oddsen att lyckas &r naturligtvisi allménhet ratt daliga—
det finnsju oandligt ménga olika alternativ att vélja pA men baradndligt manga rotter. For ekvationer med
koefficienter som &r heltal kan man dock mera systematiskt letasig fram till eventuellarationellarstter®

Exempel 4.13
Problem: L&s ekvationen 7x3 + 8x2 + 22x+ 3=0.

Loésning: Anta att ekvationen har en 16sning av typen x = r/s, dar r och s & heltal och att bréket ar
forkortat 3 1&ngt som majligt. | safall &

Heltal delbart medr.
7g§+8§92+22g +3=00 7r3+8r2s+22rs2+3s3=0.
a 2 Heltal delbart med s.

Dettainnebar att r maste gajamnt upp i 3s3 ochsi 7r3. Eftersomr och s saknar gemensamma faktorer
1 +1, s3 maste heltalet r maste ga& jamnt upp i 3 och heltalet s i 7. DA finns for r:s del bara
mdjligheternar =+1 och+3 ochfors del s=+ 1och+ 7.

Om ekvationen alltsd 6verhuvudtaget har négrarationellardétter s& finns de bland de &tta talen +1, +3,
+1/7 och £3/7.

De positiva kandidaterna kan man omedelbart gallra bort eftersom vansterledet i ekvationen &r positivt
for positivax. Aterstdr —1, -3, —1/7 och —3/7. Provas dessa finner man att —1/7 faktiskt & en rot.

Divideras polynomet med x + 1/7 (eller béttre 7x + 1) f& man
73+ 8x2 + 22x + 3= (Tx+ 1)(X2 + x + 3).

Ekvationens dvrigarotter & nollstéllenatill X2 + x + 3, dvs. xz—% + 1\ /:11 -3.
Syar: _% och _]'if\/ﬂl i | ]

Med samma sorts resonemang som i exemplet ovan visar man:

Sats 4.9: (Om rationellarétter)
Om koefficienternatill ekvationen
ax'+a, X1+  +ax+a=0

ar heltal och r/s, r och s heltal utan gemensam delare® +1,
& enrationdll rot till ekvationen, SAgér r jamnt upp i a, och si a,.

Rationellt tal U Tal som &r kvoten mellan tvé heltal.
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Exempel 4.14:

Problem: Visaatt polynomet 7x3 + 8x2 + 22x + 2 inte gér att delaupp i polynomfaktorer vars koeffici-
enter & helatal.

Losning: Om polynomet gér att dela upp i faktorer s& méste (minst) en av dem ha graden 1. Om den
faktorns koefficienter & heltal s & dess nollstélle et rationellt tal. Om vi kan visaatt polynomet saknar
rationella nollstallen si har vi 16st problemet:

Antadarfor x = r/s (r och s heltal utan gemensammadelare! +1) &r en rot till

7x3 + 8x2 + 22x + 2 = 0. DA méste enligt satsen om rationella rétter taletr g&jamnt upp i 2, dvs vara
négon av defyratalen +1, +2. Vidare maste talet s gajamnt upp i 7, dvs de enda méjligheterna r att
x==1,+2, + 1/7 eller +2/7. Prévning av dessa éttatal visar att ingen av dem & nollstélleftill polyno-
met. Rationellanollstéllen saknas alltsa. u

Aven annan information om rotternakan ibland varatill hjdp for att fa fram faktoruppdelningar. Nagra
exempel;
Exempel 4.15

Problem: Ekvationen x4 + 4x3 + 8x2 + 12x + 15 = 0 har en rot som ligger p& den imaginara axeln. Los
ekvationen.

Lésning: Om en rot &r x = iy dar y & redllt, Amaste gélla
(iy)*+4(iy)3 + 8(iy)2 + 12-iy+15=00 (y*—8y2 + 15) +i(—4y3 + 12y) =0,
Ty —8y2+15=0 ... [1], och

d
YSl_ag+12y=0 .. [2]

Harar[21 U yy2-3)=00 y=0dlery= +/3. Av dessasatisfierar y = + /3 aven ekvationen [1.

Den givna ekvationen har altsix = £ i \/3 som rétter. Dettainnebér att (x—i \/5))(X +i \/5) =x2+3
maste vara en faktor i den givna ekvationens vansterled.

Division ger x4 + 4x3 + 8x2 + 12x + 15 = (X2 + 3)(X2 + 4x + 5) och de évriga béda rotterna
X=-2+£\4-5=-2+i.

S/ar:ii\/éoch—Zii. n

Exempel 4.16:

Problem: Ekvationen x4 + 4x3 + 8x2 + 12x + 15 = 0 har en rot med bel opp\/:_s. L s ekvationen.

Losning: Roten med belopp f?améste varaicke-redl| eftersom varken ﬁ eller —fs |6ser ekvationen.

Eftersom ekvationen har redlla koefficienter maste det finnas tv konjugerade losningar x=a+i b

(sats4.7), med |x|2 = a2 + b2 = 3. Polynomet i den givnaekvationen méste alltsd ha en faktor
(x—a—ib)(x—a+ib)=x2—2ax+ a2+ b2=x2—2ax+ 3.

Ansitter man x4 + 4x3 + 8x2 + 12x + 15 = (@ —2ax + 3)(x2 + Cx+ D) =

= x4+ (C-2a)x3+ (D —2aC + 3)x2 + (3C — 2aD)x + 3D, vilket visar att f6ljande fyravillkor ala

maste uppfyllas:

iC-2a =4 iC-2a =4 ia =0
ID-2aC+3 =8 laC =0 4 TC 4
3c-2ab =12 Yisc-1a =12 Y I5 I3
taD =15 tp =5 -

Alltsix4 + 2x3 + 8x2 + 6x + 15 = (X2 + 3)(X2 + 4x + 5), vilket som i det féregéende exemplet ger:
S/ar::ri\/:_%och—Zii. u

Ovningar: 4.10 - 12.



4.15

Ovningar:

4.1.

4.2

4.3

4.4

45
46
47

4.8

4.9

4.10
411
4.12

4.13

4.14

Bestdm graden hos f6ljande polynom:
a  (32-2x)-(x-3xd b.
c. X(x—3)2-(x-2)3

Bestam kvot och rest for divisionerna

X(3X2 + 1) 10(x + 7) 19 * 416

X2 — 15x + 56 b X2 — 15x + 56
xX-7 ’ X—6
o o x=7 d x4
X2 — 15x + 56 X3+ 1
x4 — 46x3 + 22x2
X2 -7x+5

Allarétternatill foljande andragradsekvationer & heltal. Ange dem utan omfattande rékningar:
a xX-5x+6=0 b. X2+x-6=0

C. X-7x+6=0 d xX2+18x+77=0

e xX2-99x-202=0

Ekvationen 3x3 — 4x2 + 17x + 14 = 0 har en rot x = —2/3. L 6s ekvationen.
Ekvationen x3 + \/L_%xz —Ox+ 3\/5 =Oharenrotx= \/5 L&s ekvationen.
Bestam konstanten ¢ s att ekvationen x3 —39x + ¢ = 0 fér en rot x = 2 och 16s sedan ekvationen.

Bestdm konstanten ¢ sA att ekvationen x3 — (7 —i)x2 + (2-7i)x + ¢ = 0 f&r en rot x = i och |6s sedan
ekvationen.

Bestém ett redllt polynom* nollpolynomet av sa 1&gt gradtal som méjligt som har nollstéllena 1, i, 3
och —i.

Ekvationen x4 —19x2 + 18x+ 70 =0 har enrot x= 3 + i. Ls ekvationen.
For en av rétternax, till ekvationen x# — 9x2 — 36 x— 8 = 0 & arg X, = 3p/4. Los ekvationen.
Ekvationen 5x4 + 19x3 — 15x2 + 13 x + 10 = 0 har en rot pd enhetscirkeln. Lés ekvationen.

Somligaav rétternatill foljande ekvationer &r rationella. LOs ekvationerna:
a x3-19x+30=0 b. 23+x2+x-1=0
c. 53-192+x+1=0 d 3x*+5x3-232+x+2=0

Delaupp foljande polynom i redllafaktorer salangt majligt:

a x3+5x2+x-7 b. x3+5x2+5x-11
c. x3+8 d x3+2

e x+1 f.  x6-1

g X+x+x38+x+x+1 h  (B+1)2+(x38-1)2

Visaatt om xg, X och X3 &r rétternatill x3 + apx2 + ayx+ ag = 0, SA&r
g = — X1 XX, &1 = XpXo + X1X3 + XoXgz 0chap = —(X1 + X + X3).

15

Ett ratblock har volymen 1 dm3, summan av dess sex sidoareor & 10 dm2 och summan av desstolv
kantlangder 20 dm. Bestdm rétblockets |angd, bredd och hojd. (Ledning Anvand resultatet i féregéende
uppgift.)
Generaliseraresultatet i uppgift 4.14 ochi sats4.6: Visaatt om x3, %o ... X, & den rétternatill
ekvationen X" + ap_1X"—1 + ... + a;x+ ag=0, &

A = (=DM x X .. K,

a1 = (DN L00Xe o Xt XK Kt XK K1),

ay = (<1)"—K(summan av allade produkter man f&r da (n —k) st av

rétterna multiplicerasihop),

an-1=—(X+ X +... +X).



5. Derivator
Ovningar
51 Berakna derivatornatill féljande funktioner och férenkla salangt som majligt:
a x-53+1 b. (@-x4 c. (x+13(1-x4
X2 +1 X2
d S5 e 12 f. Wx
3
; 1
0. \/x_2 h. Vx2—2x i
Vx+4
j. X k. A [X*1 . 1
2 +2 x-1 x1-x2
m. ex?+x n (R@-xex 0. Invx

p. In(Wx+Vx+1)

& 0
L Ingx+ 2 +\x2+ ax+ bx
4 NgX*5 5

r. snel s, 3Inx esin x2
SN X+ COS X
(o} . _

u Intan@+P2 v, acsinx w. arccosl=X

4 \/i
X. arctanyx y. arctan%( —arctanx
z. XX 4 Aanx a logye

1

6. KNX . cosh2x —sinh2x

Allméanna deriveringsregler

Aritmetiska regler

Sammansattning

Dc
D x@
D aX
D &
Dsinx
D cos x
D tanx
D cot x

(f0) £ 9(9) =f(x) £

g

cf(x))” = cf'(x), ckonstant

(f)-909)" = (¥-9(x) + -9’

X6 - 9 (x) —g (¥
&(p g%(X)

(fg09) = F(909)-g ()

Derivator for elementéra funktioner

=0, c konstant

=ax2 1 a konstant
=(Ina) a*, a konstant
=el

= cos X

=—sinx

=1 + tan?x = 1/cos?x
=—1-cot’= -1/sin®

D logy
DInlK

D arcsinx
D arccosx
D arctanx
D arccotx

= (Iogz€)/x
=1x

= 1A/1-x2
=—1N1-x2
= 1/(1+x?)
=—1(1+x9)

6. Differentialekvationer

Ovningar

6.1

6.2

6.3

6.4

6.5

16

Bestém de dlmannaldsningarnatill féljande differentialekvationer:

a y -3y=0 b. y'-2y-3y=0
c. y'-2y=0 d y'—-4y+4y=0
e y'+y=0 f. y'+2y+5y=0

Ange den 16sning till ekvationen
8 Yy -y -30y=0 somuppfyller y(0)=2y(0)=1
b) y +ky=0 som uppfyller y(0) =0,y (0) =1

Ange den alménnaldsningen till:

a) y -y -30y=30 b) y -y -30y=6x+1
) Y4 -5y +4y=3x+2 d) yA-5y" +4y=x3
e y+y=x f) y+y +y=2e%

Strommen I(t) i en elektrisk krets med resistans R,
induktans L och kapacitans C och med en pdagd —<oV
spanning V() (t ar tiden) uppfyller sambandet | I

L& gdl 1) _aVv R

dt2 dad C dt

Rita principskisser dver mojliga forlopp for strémmen L ¢
1(t) om

a Vkonstant, R=4, L=1, C=13

b. Vkonstant, R=4, L=1, C=15

c. Vkongant, R=4, L=2, C=12

d. Vkongant, R=0, L=C=1

e. V=cost, R=4, L=1, C=1/73

f. V=sint, R=0, L=C=1

| uppgifternae. och f. kan forutsittas att 1&ng tid forflutit sedan starten.

En vattenreservoir av volymen 1000 m2 har blivit férorenad av et visst &mne s att dettas
koncentration & 0.02 volymsprocent. Den dagliga férbrukningen av vatten & 20 m? och det ersitts
kontinuerligt med rent vatten. Det & ocksa standigt i rorelse, s3 man kan anta att koncentrationen
& i stort sett konstant inom hela reservoiren vid samma tidpunkt. Efter hur manga dagar har kon-
centrationen gunkit till 105 %?



Linjar differentialekvation med konstanta koefficienter.
1 s > -
YO + 8 Y01 .t 2y @y + 3oy =b(Y) Om losningar till inhomogena ekvationer
dér ,,ay,..., -y & konstanter. Allman 18sning Den allménna|sningen kan skrivas
Ekvationen & homogen 0 b(x) =0 Y09 = V() + Yn(¥)
Karakteristisk ekvation dar y,(x) & en l6sning (partikul &rl6sning) till den inhomoge-
M+a,r-1+. . +ar+a,=0 naekvationen och y,(x) & den allménnaldsningen till mot-
Om lésningsmangden till homogena ekvationer svarande homogena differentialekvation.
* Omr =r & enreel rot till den saar funktionerna Partikul &rlésningar For "enkla” hogerled b(x) kan en partikul &l ésning berakn-
kerakteristiska ekvationen, y=Aex asviaolika ansatsforfaranden:
(A godtycklig konstant) 16sningar till motsvarande
homogena differential ekvation.
e Omr=axzib,b? 0, & et komp- sa & funktionerna - = - —— = =
- D = . Exempel: 5. (Hogerledet konstant) | ekvationen y "+ y" — 2y = 4 anséttes konstanten
Ig/t rotpar fill den karakteristiska (Boch cé&izﬁﬁggigﬁgmctg}m ngar till mot y = C, vilket ger -2C = 4, dvs C = 2. En partikul&rl6sning &r alltsayp, = —2 och den alménna
ationen, - 59N Sy = 2
svarande homogena differential ekvation. I6sningen (enl ex 1):y = -2 + A& + Be2X. "
6. (Hogerledet ett polynom) | ekvationen y "+ y" — 2y = x + 4 anséttes polynomet av grad 1,
. ; 5o 5 5 2 | e y=Cx+ D, vilketger C—2(Cx+ D) =x+ 4, dvsC =-1/2 ochD =-9/4.
Godtyckliga summor av [Gsningar av ovannamnd typ & ocksa|Gsningar. En partikul&rl6sning & allté Yp = —1/2x—9/4 och den allménnaldsningen (enl ex 1):
= —-9/4 + + Be2x, n
Exempel: 1. Differentidlekvationeny”’+ y" — 2y = 0 har den karakteristiska ekvationen y=-12x-9/4+ Aet+ Be-
r2+r—2=0somharréttemaloch—2. _ ) ) 7. (Hogerledet en exponentialfunktion) | ekvationen y '+ y — 2y = eX ansittesy = Ce~X,
Alltsdér y = AeX + Be=2X |asning till differentialekvationen for godtyckliga konstanter vilket ger (C—C—2C)e X = e X, dvsC = —1/2.
AochB. " En partikul &rl6sning & alltsdly, = —1/2e~Xoch den allménna losningen (enl ex 1):
2. Differentialekvationeny "+ 2y + 5y = 0 har den karakteristiska ekvationen y=—1/2e%+ AeX + Be2X, u
r2+2r +5 =0som har rétterna—1 + 2i. 8. (Hogerledet ensine i funktion). | ekvati hy 2y it
2 v = @ X +BY aening till di ; ; . i . (Hoger en sin- dler cos-funktion). | ekvationen y '+ y — 2y = cos x ansdttes
ﬁlcl)t;l;ry eX(Acos 2x + B sin 2x) |6sning till differentialekvationen for godtyckllgakonstante: y=Ccosx+ D sinx vilket ger (—C + D — 2C) cosx + (D — C —2D) Sn x = cos x,
) dvsD-3C=1,-3D-C=0.
3. Differentidlekvationeny "+ y* — 2y = 0 har den karakteristiska ekvationen Lésning av detta ekvationssystem ger sedan C = —3/10 och D = 1/10.
r3+ r2-2=0som har rétternal och -1 + i. En partikul&rl6sning & aIIts%yrJ =-3/10 cos x + 1/10 sin x, och den allmannaldsningen (enl ex 1):
Alltsdary = Ae*+ eX(B cos x + C sin x) lasning till differentialekvationen fér godtyckliga y=-3/10 cos x + 1/10 sin X + AeX + Be=2X. "
u
konstanter A, B och €. 9. ("Resonans’ — hdgerledet en av 16sningarna till motsvarande homogena ekvation).
+— Om roten respektive det komplexa rotparel har multiplicitet g, Sagaler ovansidende med Hogerledet fill ekvationen y"+ y' — 2y = e & enl ex 1 en |Gsning till motsvarande homogena ek-
A B resp C ersatta av godtyckliga polynom av grad £ q — 1. nglc?en Ansats somi ex 7 fungerar dainte. Bestdmning av en partikul &l 6sning kan goras enl fol-
_ _ _ — = — _ Byt till ny obekant funktion z med substitutionen y = zeX. Inséttes dettai den givna ekvationen far
Exempel: 4. Differentialekvationeny”"+ 2y + y = 0 har den karakteristiska ekvationen man, eftersomy’ = (Z + 2)eX ochy” = (Z” + 27 + z)eX den"nya’ differentialekvationen
r2+2r + 1 = 0 som har dubbelroten 1 (dvs multipliciteten = 2) . ;Z;J I n;raﬁrzlalzoén\lllr:gg har en partikulérlGsning Z'p = 1/3, dvs zp = X/3. Dettager yp = x€/3 och den
Alltsd ér y = (Ax+ B)eX 1osning till differentialekvationen for godtyckligakonstanter AochB. = y=xe¥/3 + AeX + Be2X, n

» Om samtligaréttersTosningar (enligt ovan) summeras far man differentialekvationens allmanna
16sning. (De l6sningar som gesi exemplen ovan & alaalméannaldsningar)
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7- I ntegr a-l er Allmanna integrationsregler
Ovningar b b b
. . 9
71 Bestam de primitiva funktionernatill Linearitet 9 (f) + g(x)) dx = O f(x)dx + 0 g(x)dx
a a a
a x713 b. \xyx/x c. d. (@ +1)2 b b
) 5 8 kf(x)dx =k Q f(x)dx (k konstant)
e X —x+1 f. X =X*1  (Uitor divisionen eller sitt x—2 = 1) ° °
\x X—2 b c c
g. e h. cos(3x+2) i1 (kvakakompletera) 8 f09a + g (9 = 8 fogax
X2 +2x+2 0 0
, . a b a
é 0 b b
1 1 & N o’ U Partiell integration  § 1)a0)dx = | Feog(9) FXg (d
j. k. &Skriv om V2—x2 = \/2 - 1- 2 u artell integration Q T(X)g(X; X—[ XQX] —0 X)g (X)dX
cos?3x V2o § & B ° °
1 X b g(x) =t g(b)
. ——=—  (Kvadratkompletteral) m —2 n. arctanx 2
V2x—2 1+x2 Substitution §f(g(x)) g (XNdx= g(x;d'i( tgtg(a) = § f(t)dt
7.2 Bersknamed hjdp av partidintegration a x=bp t=g(b) 9@
1
a 8xcosxdx b. 8x2e-de c. 87|
0 0 o
0
q 8 In§1+ 1‘dx e 8 P*sin x dx i 8 (cos 2l (tan X)dx Viktigareintegraler (integrationskonstanten utel@mnad)
0 0 0 (%) O (x) dx (%) OF (%) dx
7.3 Beréknamed hjép av lampliga substitutioner X, at-1 xa+l e ex
2 a+l
Z Z P 2 1 In |X| aX aX
Q Q dx Q X Q X 3 = =(loga€)- ax
a e3xdx b). L\ S 90X _ X a
8 ) Qo @x+d © Spe+2)2 8oe+22% . : Ina
0 70;) Infg(x)| sinx —cosx
g(X
4 ° 1 arctanx cos X sinx
6 g gl 6 . 6 1+
e 8\/x6 +1-8dx f. 8W dx g 9 cos?xsinxdx  h. 9 sindx dx T acsn X TttanZ= 1 anx
1 0 Va2 —x2 lal cos?x
1 1 _ 1 —_
’ . . In |x+\/x2 + 1+cot2 x = cotx
Q & Q  dx K 9 _dx |9 dx 2 + n|x W al sin2 x
0 1+e2x J 8 ex + e * 8 coshx "~ 8 xinx xra
o e” +e sinh x cosh x
cosh X sinh x
mg X dx
0
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Viktigare substitutioner i integraler

Integraltyp Substitution
8f(x”)x“—1dx X =t, X+ dx:%dt
Speciellt:Q foQxdx | x2=t, xdx = L dt Observeraatt
O( ) 2 §n2 x = _tan? x
T 1+tan? x
B f(e9ax ex=t, dx == dt ol x=_ 1
t 1+tan? x
0O #(q iy — _ sin x cos x =
& f(sinx) cosx dx sinx=t, cosxdx = dt tan x
. 1+tan? x
B f(cosx) sinxdx cosx=t,  sinxdx=—dt dn2x = 2tan x
1+tan? x
Q = = = dt 2 :71_tan2 X
Of(tanx) dx tanx=t, (x=arctant), dx s COs 2% rtonZ x
Exempel: (Partiell integration)
; SRy 02 L g R 16 e
1 o_ﬁlﬁdx 7'3.3 077dx 7Inx 56 x dx
fg Tg T
F F g
_x2 x2
=2 -2+
5 Inx 7 C
2. Qxexdx= xeX-Q1eXdx=xe—e+C
O ww =w e L R
g f gF g F
3 c~)In|x|dx 5&4 Inx dx=xIn[x §X ?dX xInp-x+C
f g

Exempel: (Substitution)

Oymsy —| X2 =1t
4. 5 X dx—TZXdX:

1
5 é dx _2—‘\/;:t
' O2-4x | x= (12
1

) g = 1 =1 a2
dﬂ c~)et édt éeI+C§eX+C
—_—
=eX” = xdx
& = —2(2-t)a 1
x=0p t=2|=0-22-1 4=
x=1b t=1 g t

® .0 A I PR | I
= i = j— = — = —2.
28%1 zt__dt 2% 2 n|t|H2 2(1-2+2In2)=4In2-2
2
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8. Serieutvecklingar

Ovningar
8.1 Bestdm MacLaurinutvecklingarnaav angiven ordning till féljande funktioner:

X2 + 2X

. 1 .
a T+x ordning 4 b. T1ox’ ordning 2
c. In(3+2x), ordning 3 d. (1-x2)2+ 3+ 5x7, ordning 3
1 . 2y .
e vl ordning 2 f. e“~X ordning 2
g. €1 ordning 2 h. esnx, ordning 2

8.2  Enlina, som spdnns mellan tva stolpar, intar en form som anges av kurvan
_ x X o]
=n+ = =1+
y=h agcosh a 1ﬂ
dér y & linans hjd ovanfor markpunkten x, a = H/q dér H & dragkraften i horisontell led och g
linans vikt/langdenhet, h & linans |&gsta hojd.

En viss lina vager 1 kg/m och tilléter en horisontell dragkraft pd hogst 1 ton. Gor en Gver-
slagsherékning av hur langt avstandet mellan stolparna hogst far vara om dessa & 10 m higa och
linan inte f&r komma nérmare marken dn 8 m. Marken kan betraktas som plan.

8.3  Enligt relativitetsteorin & en partikels energi E = mc2, dér massan m &r relaterad till vilomassan mg
och partikelns resp ljusets hastigheter, vresp ¢, enligtm = Mo .
V2
e
Rorelseenergin T definieras som skillnaden mellan total energi och viloenergi, dvs T = mc2 — mgc?
Visaatt den klassiska mekanikens uttryck for rorelseenergin, %"2 , stmmer bra for |8ga hastigheter

och berékna forsta ordningens relativistiska korrektion till rorelseenergin.

6.4  Ett elastiskt rep tankes spant runt jorden. Repet lyfts pa ett
I4 stélleh meter rakt upp och forlangs dérvid med | meter. De
h delar av repet som da hanger mellan lyftpunkten och
kontaktpunkterna med jordytan antas vararétlinjiga. Bestam
konstanter K, a och b si att sambandet mellan h, | och
jordradien R approximativt gesav h » KRAb,
Ge ocksa ett narmevardetill h da forlangningen & 1 meter.
(Jordens omkrets = 4 000 mil.)
Uttéjda repets langd
= jordens omkrets + |
Vinkeln j ar liten.



MacL aurinsfor mel

10=10+r@x+ L@ 034+ 100 iR 0 o

Rn+1(x):§(xr:7|t)nf(“+l)(t)dt) - )15’9 X1 =0(x*1) (x ett tal mellan 0 och %)
Rakneregler fd? restermer

. X1 = O(xM

. fx) =0(") ochm £n b f(x) = O(X™

. Ckonstant P C-O(X") = O(Cx") = O(x")
. mEn b OX")+OX") =0(xM

. O(x") - O(x™ = 0" ™)
. %Xn) = O()(n - m)
f(t) = o(tM,

t=g(x = O(Xm)[; b f(g(x) = O(x"™)

X
g O(t" dt = O(x™?)
0

n>0 b limO(xW=0
X® 0
Viktigare MacL aurinutvecklingar

K=14+x+ X Xy +l|n+o(xn+1)
nl

(a-n+1) Xn+o(xn+1)

21 3

snx= x—é? ’g ’7(T ...+(—1)n—1%+0(x2n+1)

cosx=1- )£| ﬁ' X? ot (= 1)"(2 ')+O(x2n+2)

(1+%2=1+ax+ a(aZ!—1) 2+ a(a—:g)!(a -2) B3+ + a(a-1)(a —ZZ]I
%{ =1-x+xX2—x3+...+ (-1)™ + O(x"+1)

In(1+x) =x— X22 f >j44+ + )X op

= _LS+£5_£7+ + _]_”—1E+ 2n+1
arctanx = x 3TE T (-1) o1 O(x )

20

Exempel pa utvecklingar:

[En

+ X

1 - X-(1+x)7—e(1 N =14x+x2+x3+00x0= (1 + X)L+ x+ X2+ x3 + O(4)) =
=1+2X+ 22+ 2x3+ x4+ O(x%) = 1+ 2x+ 2X2 + 2x3 + O(x4)
vilket & MacL aurinutvecklingen av ordning 3. u
1 t=x + x O(X) Ay _ 4 _
2 il @t 1-t4 2 -8+ o ‘ O(t)‘o(xﬂ‘
—1_ 2 N2 23 _ | Termerav grad® 4 behover
= 1= (x) + ()2 = (x+2)° + O(x*) = g skrivas ut jamte O(x%)
=1-Xx—-X+x+238 -3+ 0(x) =1-x+ X3+ O(x4) .
1 .1 1 _|t=%=0( 1ae_x+8Q92_3§93+ Q_l_x_'_xz_x3+ .
3 2ix 72 WX L(H)Z_OM) 28 2% 8s &5 005272 5 1 O
_L? Xi:' + O(x8) =
4 cosx = el 4 2 =1% =1l+t+ 2+ 0O() =
1-& - 54+0(x6)— T oo
_ x4 4 23 =1+ _ X X =
_1+§2 O(x6)+?+0(x4) +0pe) =1+ X+ Xy 0p6) =
=1+1y é
1+2x +24x4+0(x6) "
. 1 QJtveckImgavsmxochU ® x3 - 1,.5 0_
5 tanX—SlnX-COSX gav 1/cos x enligt ovan H_ 3| |+O(X) §'+§X +71X4+O(X6)E—
—y+ B _ 10, ®5 1.1, 10 7 3 2 7
=X+ = + + + £ x50+ n
65 a@e o 3 T e T OX) TXr g 6+ 000)




9. Rata linjer och plan

Réatalinjer
Az
En rét linje i rummet & bestdmd om man kanner en punkt
P Po = (X0, Yo, Zo) pa den och en vektor v = (a, b, c) 1 (0, 0, 0)
parallell med den. Punkten P = (x,y, 2) ligger da pa linjen om
v och endast om vektorn

BP = =

oP = (XY, 2) = (%0, Y0, 20) = (X—=X0,Y = Y02~ Z0)

& paralel med v = (a, b, c), dvsom och endast om éo% =ty,
dart ar ett redllt tal. Vektorn v ségs vara en riktningsvektor till
linjen och variabelnt kallas parameter och dess vérde repre-
senterar olika ekvidistanta skalstreck palinjen.

'“<

N

B

Andra skrivsitt pa detta &

X, ¥,2) = (X0, Y0, 20) + t(a,b,C) Réta linjens (parameter)ekvation pa vektorform.

il X=X + at
ty=Yo+ bt Réata linjens parameterekvation pa koordinatform.
tz=2z+ct

Oma,bochc? 0kan man ocksa skriva detta:
X=X _ Y=Y _ 2-%
a b c

Enpunktsformeln

Om en rét linje g&r genom de olika punkterna (xy, y1,21) och (X2, Y2, 22) SA&r v = (X1 — X2, Y1 — Y2, 21 — Zp) €N
riktningsvektor till linjen.

Ovningar:

9.1. Ange pavektorform ekvationen for den rata linjen genom Py och med riktningsvektorn v, da
a Pp=(32-1),v=(231),
b. Py=(20-1),v=(0,0,1),
c. Po=(11,1,v=(-L1,0).

9.2 Ange parameterekvationernafor detre rétalinjernai uppgift 9.1 koordinatform och om méjligt ocksa
pa enpunktsform.

9.3 Ange pavektorform ekvationen far den rétalinje som gar igenom Py och P, dar
a P;=(1,1) och P,=(3,-2,0),
b. P;=(2,1,-3) och P,=(1, 1, 1).

9.4 Ange parameterekvationerna pa koordinatform for linjernai uppgift 9.3

9.5 Tvapersoner bestdmde ekvationer for en rét linje och fick olika svar.
Det enavar (x,Y,2) = (3, 2, -3) +t(2, —4,—4) ochdet andra(x,y,2) = (0, 8, 3) +t(-1, 2, 2). Ma&ste
négon hafel?

Exempel 1
x=2-t
Enrét linjes ekvation Iyder* y= 85 . Hur lyder ekvationen p& vektorform?
z=06t

Lésning: (x,Y,2) = (2—-t, -5, 6t) = (2, -5, 0) + (-t,0, 6t) = (2, -5, 0) + t(-1, 0, 6).

Svar: (x,Y,2) =(2,-5,0) +t(-1,0, 6). u
Ovning:
9.6 Skriv pavektorform:
PX=-3+t x-1_y+1
a y=t b. = =z
Pyzl 2 3
Exempel 2
jx=3-2t P x=4+t
Understk om linjerna Lj: * y=-1+t och Lj: * y=3-2t ské varandra
z=2-3t z=2+2t
Losning: Eftersom parametern t har olika betydelse i de olika linjernas ekvationer uppstar 1&tt forvir-
] x=4+s
ring. Vi byter darfcr beteckning pa parametern i ekvationen for Ly: 1 y= %— 223
z=2+2s

Om linjerna skér varandra méste ett t-varde insatt i L1:s ekvation ge samma koordinater som ett s-véarde
insatt i L,:s ekvation, dvs det maste finnas en 16sning till ekvationssystemet.

]3-2t = 4+s R ] -2t - s=1..1]]
*—1+t = 3-2s U * t+ 2s =4 .. [2
2-3t = 2+2s -3t —2s =0 .. [3

Dettalinjarasystem har fler ekvationer &n obekanta— det & ” Gverbestamt”. | regel har ett sdant inga
|6sningar. Redan tvd av ekvationernager normalt en 16sning och att den da ocksa skulle passa till den
tredje & inte sarskilt "sannolikt”. (Detta avspeglar egentligen det faktum att om man pd mafa tar tva
linjer i rummet shkommer dei allménhet inte att skéravarandra). For att avgora hur det faktiskt forhal-
ler Sigii det har fallet tar vi (t ex) forst ut ekvationerna[2] och [3] och adderar dem. Vi far -2t = 4, dvs
t=-2. Efter inséttning i [3] ger dettas= 3.

Prévning av dessavarden i ekvationen [1] ger VL =-2-(-2) -—3=1=HL.

Linjerna skar allts faktiskt varandra. Skarningspunkten f&r man om man sétter in de framraknade t-
och s-vérdenai L1:s (eller L,:s) ekvation. Den &r (7, -3, 8).

Svar: De skér varandra. u

Ovning:
9.7 Undersok om linjernaL; och L, skér varandrada
] x=2
a Ll:* y=1-t
z=3+t

och Lot (xy,2)=(1,22) +t(1,1,-1),



jx=4-3t
b. Lj:och L2:$ y=—4+2t
z=1-2t

c. Li(xy,2=(1,2,-1) +t(3,-2,2) och Ly: (%y,2) =(2,2,0) +t(1,2,3).

Exempel 3
) px=-1+2t
Arlinjernals: (X, Y,2) = (3, 4, -3) +t (-1, 2, -3) och Lz:* y=2-4t pardldla?
z=-3+6t

Lésning: Ly har riktningsvektorn vy = (-1, 2, —3) och L riktningsvektorn v, = (2, 4, 6).
Vi frégar altsd: Ar vy //v,? 0 Finns det ndgot tal k sdatt vy = kvp,? U

i j—1=2k
(-1,2,-3)=k(2, 4, 6) U Har systemet av ekvationer * 23= - ng( négon |6sning?

For att linjernaskall vara parallellafordras alltsd att alatre ekvationernai systemet ger samma k-vérde.
SA4r det hér, k=-1/2 duger.

Svar: Linjerna ér parallella
Ovningar:

9.8 Arlinjernax%1 = % = -z och(x,y,2 =(3-t,-1+t, 2 +1) paralellaeller ortogonala (dvs
vinkelrédtamot varandra)?

9.9 Bestdm konstanten a 3 att linjerna

] x=3+at ] x=8—-(a-2t
* y=2—-(a+ 1t och* y=3-at
z=(2a-1t z=-3-5at
a & padldla b. & ortogonala
Exempel 4
px=-1+t jx==3-2t
Undersok om IinjernaLl:$ y=2-3t och L2:$ y=6t ligger i sammaplan.
=-2+2t =1+t

Losning: Tvarétalinjer ligger i samma plan om och endast om de skér varandraller & parallella
Ar de paralldla?
Derasriktningsvektorer & v; = (1, -3, 2) resp Vo = (-2, 6, 1). Villkoret v; = kv, svarar mot att
] 1=-2k
* 53 :k 6k , eftersom k-vardet 2 inte satisfierar de forstatva ekvationerna sa finnsingalosningar till

detta system, dvslinjerna & inte parallella
Skér de varandra? (Jamfor exempel 2)

| safall méste det finnast och s ﬁana‘att

j-1+t = -83-2s R t+ 25 =-2 ... []]
*Z—St = 6s U # -3t —6s = -2 ... [2
—2+2t = -1+s 2t — s= 1..]3

Ekvationen [2] kan forenklastill t + 2s = 2/3 och strider alltsd mot ekvation [1]. Systemet saknar alltsd
|6sningar, dvslinjernaskér inte varandra

Svar: Linjernaligger intei sammaplan. u
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Om skalér- och kryss- och trippelprodukt av vektorer:

Skalar produkt:
Definition: u -v=|u|-|v|-cosj, dérj & vinkeln mellan vektorernau ochv.
Skalarprodukten &r altsa ett redllt tal. Geometriskt motsvarar beloppet av skal &rprodukten produkten av
den enaslangd” 1angden av den vektorns projektion p& den andra.

~-|v|-cos| =

— —|V|-COS | =
Viktigare egenskaper:
1=0 l:J unrv
u -v{ >0 U vinkeln mellan vektorerna&r spetsig
1 <0 U vinkeln mellan vektorerna &r trubbig
u-v=v-u u-(V+w)=u-v+u-w u-u(=u?=1ul?

Om koordinatsytemet & av ON-typ (dvs om enhetsvektorerna & parvis vinkelrdta och har langden 1)
SA&r (Ug U, Ug) « (V1,Vo,Va) = Up- Vq + Up- Vo + Uz* V3,

Kryssprodukt (Vektorprodukt):
Definition: u” v & den vektor i rummet
. varslangdar |u|-|v|-sinj ;
som & vinkelrét mot b&de u och v och
° a riktad SAatt u,v, u” vi namnd ordning & hogerorienterade.
Kryssprodukten &r alltsen vektor. Geometriskt motsvarar dess belopp arean av den paralellogram som
vektorernau och v spanner upp:

v
u’v
v
1 u
1
1
1
1
£ 0 v
j i !
i
u'v
u

Viktigare egenskaper:
u” v=0U u/lv,specidlitu” u=0
u”v=—(v’ u) u” (vtw)=u’ v+u’ w
Om koordinatsystemet & av ON-typ och hégerorienterat sa &r
(U Uz, Ug) ™ (V1,V2,V3) = (Uz- Vg — Ug- Vi, U~ Vi — U1 V3, Ug- Vo — Up- Vi)

Trippel produkt:
u-(v- w)y=v-(w” u)=w-(u” v)=volymen av den paralléellepiped som u, v, w spanner upp om
dessai namnd ordning & hogerorienterade, annars = — (volymen).




Tvalinjer sominteinteligger i ngot gemensamt plan sigs korsa varandra (varaskeva).

Ovning:
9.10 Understk om fdljande linjer korsar varandra:
a  Li(xy,2=@3-10+t(1,-11) och Lz (xy,2) =(4,-2, 1) +1(3,-1,0),
JX=3+t px=1+3t
b. le*y=3—t och L2:$y=t
z=3t z=2-t
p-a Vinkeln a mellan tvarétalinjer som skér varandra definie-

rassdatt Of£ a £ p/2.

Om linjernas riktningsvektorer ar vy respektive v, ar vin-
a kelnj mellan dessa=a om0 £) £ p/2, i 6vrigafal, da
p/2<j Ep,a&a=p—j.
Viharattvy - vo =|vi| - || - cos | . Vidare ger sambandet
mellana ochj ovanattcosa = |cos| | Alltsdar |vy - |
=|v1| - |vo| - cosa och

[vi - Vol
= £a £ pl2
cosa al - Vol O£ a £ p/

Meraallmant siger man att a framraknat pa dettavis ur tva
linjersriktningsvektorer v; och v, & vinkeln mellan linjer-
naifréga, och detta oavsett om linjernaskér varandraeler g. Specidlt & vinkeln mellan tvaparalldlalinjer 0.

Exempel 5

Bestém vinkeln mellan linjerna
Li:(xy.9=(-3,1,4) +t(L,-2,3) och Lz (x,y,2) = (10, -7, 13) + t (4, 2, -3),

Losning: vi = (1,2, 3),v2 = (4,2, -3) b |v|=12 + (-2)2+32=+/14,
IVo| =\[42 + 22 + (=3)2=4/29, vy - Vo= 1-4 + (=2)-2 + 3-(=3) = =9, |v1 - V| = O.

2 — 9 — 9 H o
Alltsdcosa =~ __ ,dvsa = arccos (» 1.11 radianer » 63.5°) u
\14-4/29 /406
Ovningar:
9.11 Bestdm vinkeln mdllan linjerna
] x==3+t ]Xx=6+2t
a $y=8—9t och *y=—3+3t
z=-5+4t z=4-6t
fx=10+t jx=3-2t
b. *y=5+t och#y=l+t
z=-2-2t z=t
9.12 Hur stor vinkel bildar den linje som gar genom punkterna (3, 2, —1) och (-2, 1, 0) med linjen %L =
y-2 _z+3
2 =3 7
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Plan

En normalvektor n = (A, B, C) till ett plan &r vinkelrét mot

varje vektor i planet. L& P = (x, y, Z) vara en godtycklig

punkt i planet och antag att planet g&r igenom en given

punkt Po = (X0, Yo, 20)-

Vektorn é()% = (X—=X0, Y — Yo, Z— 20) ligger dai plsanet
[ och &r dedrfor vinkelrdt mot n. Skalérprodukten n - éo

& altsd=0, vilket kan skrivas:

A(X—Xo) + B(y—Yo) + C(z—20) =0
eler
Ax+ By+ Cz+ D =0,

dér D =—Ax—Byy—Cz.

Det plan sominnehdller x- och y-axlarna kallas xy-planet, Det g&r genom origo och har normalen (0, 0, 1),
dess ekvation &r alltsdz = 0. Likasd har yz-planet och xz-planet ekvationernax = 0 respektivey = 0.

Exempel 6
Bestam ekvationen for det plan som gér igenom punkten (=2, 1, 3) och &r vinkelrétt mot linjen
(xY,2) =(3,-4,1) +1(3,2,5).

Losning: Planet har linjens riktningsvektor (3, 2, 5) som normalvektor och har ekvationen
3(x+2)+2(y—-1)+5z-3)=0.
Svar: 3x+2y+5z-11=0. u

Ovning:

9.13 Bestam ekvationen for det plan som innehdller punkten Py och har normalvektorn n om
a, Py=(0,0,0)ochn=(1,1,1),
b, Pp=(-121)0ochn=(0,0,1),
¢, Po=(20,1)0ochn=(0,1,0),

Exempel 7

Bestam ekvationen for det plan som gér igenom punkternaP; = (1, 0, 1), P> = (-1, -1, 2) och
P3=(2,-4,-1).

- 4e 4e ger
Lg)SﬂI ng: Vel<tor3erna 1P = (-2, -1, 1) och P;P3 = (1, -4, -2) ligger i planet. Deras kryssprodukt

Iéi@z ’ ig)g, & vinkelrdt mot dem och dafoér en normalvektor till planet.

Viharat (2,1, 1)" (1, 4, -2) =(6,-3,9) = 3(2, -1, 3) // (2, -1, 3), som vi (av bekvamlighet) tar som
normalvektor n.
Eftersomt ex (1, 0, 1) ligger i planet s3 & dess ekvation

2(x-1)—1(y—-0) +3(z-1) =0, varav



Svar: 2x—y+3z-5=0. u a Xx+2y+3z=8 och x-2y+z=0,
Svni ] b. 2x-4y+6z=7 och x-2y+3z=0,
vnmgarj. _ ) L ) Cc. 3+y+2z=6 och x-y=1,
9.14 Bestdm ekv_atlonen for det plan som gar igenom punkterna (1,2, 3), (2, 4, 8) och (3, 7, 9). Ligger punkt- d  x+y-z=2 och 2x+2y—27—4=0,
en(2,6,1)i planet?
9.15 Ange ekvationen for det plan genom origo som innehdller punkterna (1, 1, 1) och (2, 2, 2).
Exempel 10

Undersok om den rétalinjen (x,y,2) = (2, =1, 3) + (3, 1, 1) och planet 3x— 2y + z+ 1 = 0 har ndgra
gemensamma punkter och bestém dem i férekommande fall.

Losning: Séttesx =2 + 3t,y=-1-2t,z=3 -1, i planets ekvation f& man

32+3t)-2(-1-2) +(3-1)+1=0U0 6t=-120 t=-2, vilket ger skérningspunkten
xYy,2=(2-13) +(-2)(3,1,-1) =(4,-3,5).

Exempel 8

Besté&m ekvationen for det plan som gér igenom punkterna Py = (1, 1, 2) och P, = (-2, 3, =3) och &
pardlellt med denréalinenx—1=2-y=1z

x=1_y-2_1z

Lésning: Fran 4 =7 = 1 alésermanait (L, -1, 1) & riktningsvektor till linjen. Den vektorn Svar: (-4, -3, 5). .
3,
ligger alltsdi planet. Likasaligger vektorn Iél@ = (=3, 2,-5) i planet. En normalvektor till planet allt- Ovning:
i kryssprot}:iukten: 9.18 Bestdm skérningen mellan
(L-1L1 (3,2-5=(32-1). Px=2-1
Anvandsatt (1, 1, 2) & en punkt palinjen erhdlls planets ekvation: a linjen * y=-1+2t ochplanetx—3y+2z=3,
3x=1) + 2(y—1) — 1(2—2) = 0, varav Z;3t .
Svar: 3x+2y—z-3=0. = b. linjen % = % = —z ochplanetx—y—z=3,

c. linjen (xy,2 =(3,0,-1) +t(1,-1, 1) ochplanetx+ y—3=0,

Ovning: ..
d. linjen (xy,2) =(3—t,—1+ 2t, 2— 2) och xy-planet.

9.16 Bestdm klonstanternaa och b sd att planet ax + by —1 = 0 g& genom punkten (1, 1, 1) och &r parallelit

med vektorn (1, 2, 3). Vinkeln mellan tva plan & den spetsiga vinkeln mellan planens normallinjer
Exempel & Exempel ll _ _
Undersik om planen 3x— 2y —z—2 =0 och 2x— 3y + z—3 = 0 skér varandra och ange i forekom- Bestzmvinkeinj mellan planen 2x—3y+ z=3 ochx+y=0.
mande fall ekvationen for skarningslinjen. Lésning: ny =(2,-3,1),n2=(1, 1,0),
Lésning: Planens normalvektorer ny = (3, -2, —1) och n, = (2, -3, 1). cosj = ||nn1| : |nn2 = [21+(=3)-1+10] _ %
Deras kryssprodukt ny” n, = (3,2, —1)° (2, -3, 1) = (-5, -5, -5) ar * (0, 0, 0), dvs de & inte paral - Uinal - \22+ (-3)2+12V12+12+02 V28
lella. Planen & daheller inte parallella och skar dérfér varandralangs en rét linje. Kryssprodukten pe- Svar:j =arccos 1 .
kar ut enriktning (1, 1, 1) som &r vinkelrét mot bada planen. Eftersom skarningslinjen ju ligger i bada ) V28
planen méaste dennariktning ocksa vara en riktningsvektor till skarningdlinjen. Ovning:
For att nu kunna skriva upp linjens ekvation behGver vi bestdmma nagon punkt pa skarningslinjen. Det 9.19 Bestdm vinkeln mellan planen

finns oandligt manga sddana att vélja pA. Exempelvis kan vi bestdmma en dér z-koordinaten = 0. For a x+y-z=1 och 2x+y-z+1=0
motsvarande x- och y-koordinater galler da att '
| 3x—2y-2=0 . 1x=0 b x=y och y=-z

ix 3y-3=0 0] }y— 1.Po=(0,—1, 0) & alltsd en punkt palinjen och dess ekvation pa vektor- c. x=3 och x-y+z=3

I - —9 = I -

form (x,y,2) =(0,-1, 0) +t(1,1, 1)

j x=t
Svar: * -1+t (]
t

N< X
o n

Ovning:
9.17 PAvilket sttt skar foljande plan varandra?
24



Med vinkeln a mellan en rét linje och ett plan menas
komplementvinkeln, a = p/2 —j , till den spetsigavinkelnj
mellan linjen och planets normallinje. Det géller daalltid att
Of£a £ p/2

AN

N\

X
Bestém vinkeln mellan linjen 1 y
z

Exempel 12

-2
t

3-t
> —2t ochplanet 2x—y+2z-1=0.
Lésning: n =(2,-1, 2),v=(-1,-2, 2),

In-v| _ |2:(-1) + (-2)-(-2) + 22| 4

[n[- v _\/22 +(<1)2 + 224[(=1)2 + (=2)2 + 22 o

cosj =

Men cosj =cos(p/2—a)=sna,dltsda = arcsin g

S/ar.arcsing. L

Ovning:
9.20 Bestdm vinkeln mellan
a linjenx,y,2) =(2,-1, 0) +t(-1, 2, 3) och planet x—3y + 2z—-3 =0,

b. linjen 3-x = % =—% och planet 2x—y + 2z =3,

c. linenky,2=(4+t 3 1-2)ochplanetx+3y+5z—1=0.
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11

12

13

14

15

16

17

21

LEDNINGAR

Anvand logaritmlagarna

a Anvandattin2N=nin2
b. Anvandatloggb=Inb/Ina

¢. Anvand definitionernasinh x = (eX— eX)/2 resp cosh x = (eX + eX)/2

Anvand potendagarna.
a. och b, Véngterleden i de bada ekvationerna &r identiska:

Vex= 2= (o
Anvand definitionen av sinh-funktionen. Satt eX =t och observeraatt t > 0.

Anvand logaritmlagarna.

a Ina+Inb=Inab, observeraocksiatt x méstevéjassdatt x+ 1> 0, x—1>00ch x2 —13
1, detta eftersom funktionen In't definierad endast dat > 0 och funktionen/t endast dat 3 0.
Jamfoér a.

Iny/x =% Inx

Jamfor a A

In@-—x3)=In(=x) 2-x2=-x0 x=-lelerx=2

Prévning visar att x=-1 & enrot till den givna ekvationen, men att x = 2 inte & det —
argumenten for In-funktionerna & da negatival

P oo

a  Kvadreraekvationen. Prévalosningarnatill den sd uppkommna ekvationen.
b. Vid bestdmningen av definitionsmangden: Observera att y > 0 och
— Ig-funktionen & bara definierad for positiva argument.

X+2>0,

1A
Anvand potendagarna, bl a (al)C = aloC, och visat ex att det forstatalet =4/2° (212 och att det
andra =y22 (= 2).
Obssedanatty2>1p 2WW2< o

Alternativ: Logaritmeratalen tv ganger och anvand logaritmlagarnafor att skrivaom de logarit-
merade uttrycken till

(1A2-1)log 2 +loglog 2 resp. log log 2

Eliminerar man In p ur de bada givna sambanden far man att hojden beror pa kokpunkten enligt: h

= 118N 1013 —7\““112*19
5 %)

a. Anvand definitionerna av de trigonometriska funktionerna och forhallandenamellan sidornai
en 30°—60° — 90°-triangel.
b. Anvand att 54 "4 6
atsmd =1-cosa . . pa _l+cosa
2 ’ 22
och att cosp/6 kan berdknas exakt.
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311

3.12
3.13

Se formelsamlingen

a Anvandatt sna sinb=(cos(a—b)—cos(a+ b))/2

b. Anvand konjugatregeln, trigonometriska ettan och att
cos2x — SiN?X = COS 2X,

c. Anvand trigonometriska ettan och att 2 cosx sin X = sin 2x.

d. Anvéndtex att
sina = (1 — cos 2a)/2, cos?a = (1 + cos 2a)/2 och att
cosacosb = (cos (a—b) + cos(a + b))/2

Seformelsamlingen. Anvand t ex
ia=b+2np
la=p-b+2np -nheltd
b. cosa=sin (p/2-a) och sambandet i ledningen till a
c. tana=tanb U a=b+ np, nhdta.

Obs att tannp/2 & odefinierat for uddan.
d. sambandeni ledningarnatill a ochtill b.

a sina=snb U

Se formelsamlingen.
a. Divideramed cos x.

1 1442
b. o 1+ tan4x
¢. Anvand trigonometriska ettan for att uttrycka cos?x som en funktion av sin x,
sétt sedansinx=t.
d. cos2x = 2cos?x— 1, sitt sedan cosx = t.
cotx= COSX
sinx

Betrakta de rétvinkligatrianglarna

3 9
1 7

och anvénd Pythagoras’ sats och definitionerna av de funktioner som ingér i uttrycken.

aSittex AA2+B)L2=gnf

och B/(A2 + B2 = cosf

(jmfr figuren) och anvand additionssatsen for
sinusfunktionen.

b. Obsatt 3cosx+ 4sinx=5sn(x+ f)
dér f = arctan (3/4)

(A , B)/(AZ + BZ)l/Z

Enhetscirkel

Skriv de olika faktorerna pé pol & form. Utfér sedan multiplikationer, divisioner och potensering
med potenslagarna. Utnyttjaatt e2Pin = 1 om n heltal.

Bryt tex ut|z| ur ndmnaren. Utnyttjaatt 1/z = z d|z| = 1.

e. Sétt (z+ 1)/(z—1) = w och bestdm forstw.

i. Divideraforst ekvationen med 3 + 4i i syfte att f& en ekvation med z2-koefficienten 1.

j. Ekvationen & av 2:agraden med avseende paw = 72,

k. Ekvationen & av 2:agraden med avseende pAw = z2. Altenativt: Badaleden har faktorn 22 —2
gemensam. Ekvationen & darfor ekvivalent med att 22— 2 = 0 eller 22 + 2 = 2i.
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LEDNINGAR

I. Konjugeraekvationen och bestdm z2 ur de s erhélina ekvationen.
0. Ekvationen & av 2:agraden med avseende paw = z3.

Utnyttjaatt rétternas produkt & = den bekanta termen och att rétternas summa = rétternas summa
med omvant tecken.

Polynomet har en faktor 3x + 2. Efter division med denna far man en andragradsekvation att |6sa.

Polynomet har en faktor x + /3. Efter division med denna f& man en andragradsekvation att 16sa.

Bestdm ¢ genom att sdtta in x = 2 i ekvationen. Dividera sedan polynomet med faktorn
X—2. Man far till dut en andragradsekvation att |6sa.

Jamfor uppg 4.6.

Polynomet méste ocksa ha de konjugerade talen —i och 3 + i som rétter och darfér vara av grad
minst 5. Konstruera ett 5:egradspolynom med hjélp av faktorsatsen.

Ekvationen har redllakoefficienter och maste darfor ocksdha 3 —i som rot. En faktor i polynomet
& da(x—3—i)(x—3+i) = X2 — 6x + 10. Den andra faktorn kan beréknas med divisionsalgorit-
men och har graden 2.

Deni uppgiften beskrivnaroten maste haformen x; = r(1 +i) dér r & reellt. Inséttes dettai ekva
tionen f&r man efter separation i real- resp. imaginérdel tva ekvationer som r maste uppfylla. Dessa
satisfierasav r = 2.

Omx;,=atib(b! 0,a2+ b2=1) & rétter, sAmaste X2 — 2ax + 1 vara en faktor i polynomet.
Ansitt darfor 5x4 + 19x3 — 15x2 + 13 x + 10 = (X2 — 2ax + 1)(5%2 + Ax + B) och bestdma; A och
B ur det ekvationssystem man far da man identifierar koefficienternai de béda leden.

Anvand att om x = p/q (p och g heltal, bréket forkortat s langt som méjligt), sd & p delaretill den
bekanta termen och q till koefficienten for hogstagradstermen.

Sok forst allakomplexanollstéllen till polynomen. Jmfr exempel 4.9.
Ytterligare ledning till a och b.: Polynomen har varsin heltalsrot.
Till g: Summera den geometriska serien. (Jmfr ocksaresultatet i f.)

Till h: Polynomet & av 2:agraden med avseende pay = x3.

Identifiera koefficienternai likheten x3 + ax2 + agx + ag = (X— X1)(X —X2) (X — Xa).
Anvand resutatet i foregdende uppgift. Den tredjegradsekvation man far har en heltalsrot.
Gor som i uppgift 4.14 fast med n st. faktorer.

L&t y(t) varakoncentrationen av amnet vid tiden t métti dygn. Verifieraforst att om DM & minsk-
ningen av amnet i reservoiren under (det korta) tidsintervalletDt och Dy & koncentrationsand-
ringen under sammatid, sd&r —DM » 1000 Dy » — 20y I, vilket leder till differentiaekvationen
_ 1
dt =~ 507
L 6s denna och anvénd sedan villkoren y(0) = 2-10—4 och y(T) = 107 for att bestammatidpunkten
T, vid vilken koncentrationen av féroreningen & 10-5%.
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7.2

7.3

8.1

8.2

8.3

8.4

9.5

b. Funktionen & =x//8

Vi f och g (enligt beteckningarnai partiaintegrationsformeln sid 10):
a f=cosxg=x b. f=eX g=x2, partidintegreraytterligare en gdng
& 06 .
c. f=x"2,g=Ink d f=1,g= In§1+ 2 © f=sinx g = e2X (upprepas)
]

f. f=cos2x,g=In(tanx)

a 3x=t b. 4x+3=t c. X2 (ellerx2+2) =t
d. x3(elerx3+2) =t e XBElexb+1)=t f x=t
g. cosx=t h. cosx =t i. X=t
j. eX=t k. eX=t I. Inx=t
mx2+1=t
a (X+2x) o1 , anvand sedan " standardutvecklingen” av 1

1+x 1+x

1 _1. 1 ) _ " - 1
b. 319x - 3 1¥2x3 , St 2x/3 tochawmdmveckllngma\/71+t.
c. In(3+2x)=In3+In (1+2x3).
Sétt 243 =t och anvand utvecklingen av In (1 + t).
Alternativ: Funktionens derivata= 2-(funktionen i uppgift b), svaret erhalls alltsi genom att
man integrerar svaret i b. och dividerar dettamed 2.
1 _ 1 " N> — N . 1
e =z , st (X + x4)/2 =t och anvénd utvecklingenav ——— .
2+ X+ X2 2 1+ (x+ XZ)/2 ( ) 9 1+t
f. Sittx2 —x =t och anvand utvecklingen av €.
g. e*l=¢e-eX Anvand sedan utvecklingen av eX.
h. St inutvecklingenav t = sin xi utvecklingen av €.

Serieutveckling ger att coshg -1» 2X722 om a & stort i férh&llande till x. Om x & halvaavstandet
a
2
X

mellan stolparna och Dh & "nedhanget”, sdar h+ Dh» h+ a- 252"
a

A ST BT 6°0

Ao BB s 1B IR ol

1-V2
2

Man har att cosj = R/(R+ h) ochtanj = (R + I/2)/R

Dettagerh = R(1—cosj )/cosj » éserieutveckling fér smaj U» Rj 2/2 och

| = 2R(tanj —j ) » éserieutveckling for smaj U » 2R-j 3/3.

Eliminerasj ur dessabada samband erhdlish » (9/32)Y3.RU3,2/3,

Insittes sedan jordradien R = 4-107/2p meter ochl = 1 meter f&r man h » (45/8p)1/3 .100 meter.

Visaat linjemaér parallellaoch att tex punkten (0, 8, 3) som ligger pa en av linjerna ocksd ligger pd

den andra. (Alternativt: Visaatt ndgon vektor mellan en punkt pa varderalinjen & parallell med bada

linjernas riktningsvektorer.)



Svar till avsnitt 1 och 2 Svar till avsnitt 3

31 a —1+2i b. 2i c. 15+15
d. 6-8i e 7-2 f. 0
11 a 3 b. 8 c. areyp a2+1 g. 1,i,—1resp-i, alteftersomn har resten 0, 1, 2 el. 3 vid division med 4.
1.2 aochb. x=0, x=4 c. X=-1,x=2 h. - _ > 9.
13 In(1++2) 32 a 3+4i b. i , 55l
14 a Allax® 42 b. x=-1 c x=1x=é d. 0 e ot
d x=2 e x=-1 33 a Rez=2Imz=3 b - rep— c. Oresp6
. =2, = NG &pﬁ . esp
15 a.  Ekvationen har ingal6sningar. b. y(x) = % , Xt 0och x>-2 d. % resp 0.
. 3 9 . o
34 a -1+2i b. —a5+ 35 C.  Ldsningar saknas
2)*/E e 0% 10
16 (v2/2)" & sors. d. 3+7i e 2 f. 4-2i
17 Ca6100m g. Losningar saknas (Ekvationen kan skrivas Re z = 3i)
h. z=a+ 3i, agodtyckligt redlt. (Ekvationen kan skrivasIm z = 3)
35 z=3+i,w=5-2i
9+44/3 2-42+43 ’
21 a I b. 2 36 as b. /13 ¢ 210
d. 513 e 5n13 o1
22 % cosx—% c0s 5% b. cos2x c. 1+sin2x 37 9 V2(1+cosa)=2cos(al2)
1_1 1 _1 cy) -1 ' im
d 272 C0oS 2X + 7 cos 2y 3 €0os 2(x—Y) 3 CoS 2(X +Y)
Rez =18 Im
23 a x=2np eller x=(2n+ 1)p/3, ngodtyckligt heltal. 1z|=3
b. x=p/4+np eler x=(4n+ 1)p/104, n godtyckligt heltal.
C. X=np, ngodtyckligt heltal.
d. x=(4n+1)p/8 élerx=(4n—-1)p/4, n godtyckligt heltal. 15 Re Re
) a Denrétalinjen Rez = 18. b. Cirkeln med medelpunkt i origo och
24 a Xx=p/3+np, ngodtyckligt heltal. radie 3.
b. x=arctan4 +np eller x=—p/4 + np, ngodtyckligt heltal.
C. X=np/2, ngodtyckligt heltal.
d x=% arccos\/ﬁT_l + 2np, ngodtyckligt heltal.
e. X=p/2+np,x=p/12+np eller x="5p/12 + np,n godtyckligt
heltal.
C. Cirkeln med medelpunkt i d. Omrédet utanfor cirkelni
1-iochradie2. c-uppgiften.
Im
38 Punkternai planet, som ligger dubbelt si 1&ngt frén origo som frén punkten —3i,
ligger paen cirkel med medel punkt —4i och radie 2. (2)
39 Belopp Argument Polar form 'Q
3 cos x + 4 sin x a 7 p 7dp b
cos X b. 3 p/2 3dp/2
26 b sin x c. \/5 3p/4 \/5 esip/4
d. 1n2 pl4 (N[2) épi4
e A2 p/12 V2 dpi12
f. 26=64 p 64 €P
g 1 2p/3 e2pi/3
h. 25 arctan (24/7) 25 d arctan(24/7)

28



Facit till avsnitt 3

3.10

311
3.12
3.13

=al2

\2(1 + cos a) arctan [(sina)/(1 + cosa) |
=2cos(al2) = arctan [tan (a/2)]

2 cos (af2) dal2

(1+cosa)+isina

a 1N2+in2 b. v2-i32 o \J3r+ir

d. cosl+isinl e iel2 f. e2Xcos3x+ie2Xsin 3x
a 32 _ b @+)N2) e _(1+i3)R2
Ledning: Bryt t ex ut z ur ndmnaren och anvéand att 1/z = zda|z|= 1.
a £(1+1i) b. £(1+3i)

c. +(2+1i), £(1-2i) d. +(\W2-1+i\VW2+1)
e 1 f.0,3+i

g 1+3i,1+5i h. 1-7,-3-2i

i. i,—4-3i i xL, 1 +DA2

k. +V2, 2(\V2-1+iNV2+1) I +(1+2i)

m. —i och (\/3 +i)/2 n. *2och+l++/3

0. 1, (#®/3+i)20ch (-1 +iV/3)/2 p. 3, 3e2pi/5 och 3e4pil

4.1
4.2

4.3

4.4
45
46
47
48

4.9

4.10
4.11
4.12

4.13

4.15
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a 2 b. 40 C. 1

a Kvot =x -8, b. Kvot=x-9, C. Kvot =0,
rest = 0. rest = 2. rest=x-7.

d.  Kvot=x, e Kvot=7x2+3x+8,
rest = —x. rest = 41x — 40.

a 2o0ch 3. b. 2 och 3. c. loché.

d.  —7och-11. e —2 och 101.

1+ /6 och—2/3.

—+/3 /6 och/3.

c=70. Rétterna ar 2, 5 och —7.

c=-14. Rotterna &r i, —2i och 7.
X=D+ D((x=3)2+ 1) = x5 —7x4+ 17x3 - 17x2 + 16x - 10.

3+ioch-3+ \fZ
—2+2i och 2 +/5. (x = =2 — 2i)
(3+ 4i)/5 och (=5 +/17)/2.

a 2,3 och-5. b.
c. -l5och2+ \@). d.
a  (x-Dx+3+\V2x+3-12) b
c.  (X+2(X¥-2x+4) d.
e (@+ \/5x+ 1)(x2—\f2x+ 1)

f. (X=DE+D(R-—x+1)(x2+x+1)

g (X+DOR-x+1D(R+x+1)

h 202+ )R+ /3x+ 1)@ —/3x+ 1)
loch2+ \[3 dm.

12 och (-1 + i\/3)/2.
2, 3 0ch—2+/3).

(Xx—1)(x2 + 6x + 11)

(x+ D02 2x+ \/4)

Svar till avsnitt 4

(Sidokanterna &r rotternatill ekvationen x3 — k/4 x2 + a/2 x—v = 0 dér v & volymen, a summan av
sidoareorna ochk summan av kantlangderna.)



Svar till avsnitt 5och 6

51

6.1

6.2

a X6 — 1552 b. 4(x2-x)3(2x-1)
c —(Tx+)(x+1)%1-x3 4 Xe+2x-1
(x+1)2
2x 2
e — f. L g =
x+1)3
e 20 S
h X=1 o1 i. 2
X2 — 2% 2 (x+4)3 (@ +2)312
kK 1 [+ 22-1
" 1-x2 Ix-1 (1 —x2)32
m. (2x+ 1)ex?+x n.  (-x2+3x-1)ex
o L 1 a. 1
8 X2+ x X2+ ax+ b
r. - Lsn2 s 1t oxcosxesinx®
X2 (sinx+ cos x)2
u. 1 V. 2x W, — 1
CoS X 1 1t ox 2
1
Xo — y. O z. xX(Inx+1)
2/x(1+%)
a Xtanxanx + tanXQ _ 1 . 0
§5032x X g X In2x
a  y=Aex b. y=AeX+ Bex
c. y=Aex+ B d. y=(Ax+ B)ex
e y = Acos x+ Bsin x f.  y=eX(Acos2x+ Bsin 2x)
11g
=sinkxomk?* 0
a y:e5X+e—5X b. y:{k ,
Tx omk=0
6.3 a y=-1+AdX+ BedX b. y=—%x—7%_+ AeBX + Be5X

e. y=%x3—x2+2x+ A+ BeX

f.y

_2

1

3

c. y:%x+%+ AeX+ BeX + Ce2X+ De2X d. y=zllx3+%’x+ AeX+ BeX + Ce2X+ De2X

X+ e‘”2§c05§x+ Bsing’x%

30

6.4

6.5

I=Ae3t+Bet
monotont avtagande

| = A e2tcog(t+f)
dampad svéangning

Svar till avsnitt 6

=1
V20

1

»

| = (At+ B)et

sS4 smaningom monotont avtagande

1

2

Fasforskjuten svangning med mindre

amplitud an den hos V(t).

cos(t+f)+ Ae3t+ Bet»

cos(t+f), tanf==,t"stort”.
20

I = Acos(t+f)
odampad svangning

|»—%tamnt"aom%

Efter ca 380 dagar. (Berdkningarnager 50:1n 2000 dagar)

Svangning med véxande amplitud.



Svartill avsnitt 7 och 8

7.1

7.2

7.3

81

8.2

83

84

1
a —§2+C b.

VU Y I
d.7x 2x4xC e

g. —%e—nX+C h.

PR

j. =tan3Xx+ C k.
3

m. %In(1+x2)+c n.

a xsinx+cosx+ C

b. 2-5¢1

8
8 7
TSX\/X_ +C
%x2\/§<—%xxl§<+ 2/x+C
%sin(3x+2)+C

arcsin X + C
2

xarctanx—%ln(1+ x2) + C

m
m \/n

c. —x\VX1+C
m+n

2
f. %+ x+3In %2+ C

i. arctan(x+1) + C

I. acsn(x1)+C

c. —%(In IX+1) + C

& 0
d. xIn€l+L¥+2actanx+C e 1e2x2snx—cosx) + C
£ 5
f. QLZZ(In(tmx)—x+C
1 3x 1 1
a = +C b. Ztan(4x+3)+C -—~— _+C
3 gt ) 202 +2)
2 1 3R _
d e §(x6+1) +C f. 2e(e—1)
g. —%co§x+c h. % i. arctan(e) + C
j. —%+arctane k. 2arctan(e9 + C . Infinx+cC
m. V1+x2+C

a 2xX—x2+x3—x4+ 0(d)

¢ In3+ 2x—2x2+ 8,34 004

3 9 81

1_1,_1p 3
e 5 4x 8x + O(x2)

g e+ ex+£29x2 +0(x3)
Cal25m

i

— 24

1
b 3-39
d 1-

4.2+ 0063
27x O(x3)

22+ 3+ O(xd)

f. 1-x+3x2+003)

2
h. 1+x+ %x2+0(x3)
_ 2 _ 245
| =1meter sadarh= 8 » 120 meter!

9.1

9.2

9.3

9.4

9.5

9.6

9.7

9.8

9.9

9.10

9.11

9.12

9.13

9.14

9.15

9.16

9.17

31

Svar till avsnitt 9

a (xy.2=(3-12 +4231), b. (xy,2)=(2,0,-1) +1(0,0,1),
c. (xvy.2=(1,1,1)+t-1,1,0).
X=3+2t
Xx-3 _y+1l _z-2
a y=-1+3t e
z=2+t 2 3 1
xX=2
b. y=0 Kan inte skrivas pa enpunktsform.
z=-1+t
x=1-t
C. y=1+t
z=1 Kan inte skrivas pa enpunktsform.
a (xy.2=(L11)+12 -3-1), b. (xy,2)=(1,1,1)+1t(1,0,-4),
Px=1+2t px=1+t
a *y=1 3t b. *y=1
z=1-t z=1-4t
Nej, bada ekvationerna framstéller ssmmalinje.
a (xy.2=(=301)+1110), b. (xy,2)=(1,-1,0)+1(2,3,1).

a  Linjernaskdr varandrai punkten (2, 3, 1). b.
c. Linjernaskér inte varandra.

Linjernasammanfdler.

Linjerna & ortogonala.
a a=-2 b. a=0Oedlera=12.

a.  Linjernaskér varandrai punkten (4,-2,1), b. Linjernakorsar varandra.

a pld b. p/3
arccosﬁ
V783
a Xx+y+z=0 b. z-1=0 c. y=0

13x—4y—z—-2=0. Punkten (2, 6, 1) ligger intei planet.

a. Planen skér varandralangslinjen (x,y,2) = (4, 2, 0) +t(4, 1, -2),
b. Planen & paralelaoch saknar gemensamma punkter.



Svar till avsnitt 9
c. Planen skér varandralangslinjen (x,y,2) = (0, -1, 7/2) +1(1, 1, -2),
d. Planen & pardlellaoch sasmmanfalande.

9.18 a (0,3,6) b. Linjenliggeri planet.
c. Linjenliggeriplanet. d. (2, 1,0).
919 a p/2 b. p/3 C arccosi

1 . 8
9.20 a arcsing b. arcsing c. O



