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5B1117 matematik III, för E och T

För betyg 3 (godkänt), 4 och 5 krävs minst 16, 22 respektive 30 poäng inklusive bonuspoäng.
Samtliga behandlade uppgifter ska förses med utförlig lösning och motivering.
Hjälpmedel: medföljande förmelblad i matematik III.
Lösningsförslag finns efter skrivningstidens slut på kurshemsidan.
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Lösning:
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. Serien konvergerar absolut om

3 1 1 2 3 0x x+ < ¤ - < </ .
Vi kollar ändpunkterna
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Svar: konvergensmängden - £ <2 3 0/ x .

2. Beräkna dubbelintegralen
D

x y dxdyÚÚ -( ) över det område i första kvadranten som

begränsas av kurvorna x y x y x y x y+ = + = - = - =2 3 1 42 2 2 2, , , . (3p)

Lösning:
Sätt u x y v x y= - = +2 2,  . Då motsvaras omrodet D av ¢ = ( ) £ £ £ £{ }D u v u v, :  ,1 2 2 3 ,
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3. Beräkna arean av den buktiga ytan z x y= +( )1
4

2 2 , där x y2 2 12+ £ . (3p)

Lösning:
Se Petermanns bok sid. 229 Ex 9.24

4. I en vätska kan Newtons ekvation skrivas r r a r r( ) ( ) = -— ( )p , där
r r( )är masstätheten, a r( ) acceleration, p r( ) det lokala trycket och r = ( )x y z, , .
Bestäm den vinkeln som a r( ) bildar med rot( a r( )). (3p)

Lösning:
Vi har — ¥ ( ) = -— ¥ —( ) =ra 0p . Utveckla vänstra ledet

— ¥ ( ) = — ¥ + — ¥r r ra a a = 0,som ger — ¥ = - — ¥( )a a
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, vilket innebär att a  är vinkelrät mot — ¥ a .

5. Beräkna cirkulationsintegralen F dr◊Ú
G

, då G är skärningskurvan mellan paraboloiden

z x y= +2 22  och cylindern x y2 2 1+ =  och F = + +( )y ze x y yze yz y ex x x2 2 22, , .
Kurvans projektion på xy -planet är positivt orienterad. (4p)

Lösning:
Projektionen g  på xy -planet av G  är cirkeln x y2 2 1+ = . Låt D vara området innanförg .
På G  är z y= +1 2. Då fås eftersom G  är en sluten kurva
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6. Beräkna flödet av vektorfältet F = + +( )xz e x yz y zz2 2 2 22 1, , 

Över ytan x y z x y z z, , : , ( ) + + = ≥{ }2 2 2 1 0 med normalriktning uppåt. (4p)

Lösning:
Komplettera S  med ”botten” S1 = ( ) + £{ }x y z x y, , : 2 2 1 så att S S+ 1 blir rand till halvklottet

W = ( ) + + £ ≥{ }x y z x y z z, , : ,2 2 2 1 0 . Använd Gauss´sats Använd
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7. Bestäm cirkulationsintegralen F dr◊Ú
E

, där E är ellipsen x y z2 22 1 0+ = =,  som

Genomlöpes i positiv led. Vektorfältet F e e= +( )r q j är uttryckt i sfäriska koordinater
 och med sfäriska basvektorer. (4p)

Lösning:

Använd Stokes sats på den inneslutna ellipsen i xy -planet.

F dr F n◊ = — ¥( ) ◊Ú ÚÚ
E S

ds . Rotationen av vektorfältet F är
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I xy -planet q p=( )/ 2  blir den första termen noll och vi får kvar

F dr e e n◊ = - +( ) ◊Ú ÚÚ
E S

d2 q j s , där S blir den elliptiska ytan i xy -planet med normalriktningen

n e= z. Enhetsvektorn ez är vinkelrät mot enhetsvektorn ej ,där e nj ◊ = 0, medan e eq = - z i
xy -planet  dvs  e nq ◊ = 0  Slutresultat blir därför
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8. Bestäm konstanterna a b c, ,  så att
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definierar ett ortogonalt kroklinjigt koordinatsystem u v w, ,( ) . (2p)
Beräkna de kroklinjiga komponenterna A A Au v w, ,  av vektorfältet A = ( )x y z, ,3 . (2p)



Lösning:

Låt r( , , ) , ,u v w u av uv bu cv w= + + +( )2 2 2 , vi får
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Vi beräknar komponenterna av vektor A , ,= ( ) = -( )x y z u v uv w3 2 32 2, ,  i den nya

ON-basen och får att A u v uv w
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. På samma sätt fås

Av v u vv= ◊ = +A e 2 2  och A ww w= ◊ =A e 3

Svar a b c A u u v A v u v A wu u w= - = = = + = + =1 0 32 2 2 2, , , ,

9. Låt f och g  vara kontinuerligt deriverbara funktioner i rymden och sätt F = —f .
    Bestäm F F◊ ( )rot g . (4p)

Lösning:

Vi har F F F F F F F F F F◊ — ¥( ) = ◊ — ¥( ) + ◊ — ¥( ) = — ◊ ¥( ) + ◊ — ¥ =g g g g g
= gF F◊ — ¥ . Med F = —f  och — ¥ — =f 0 . Detta ger att
F F 0◊ — ¥( ) =g .

10. Beräkna flödet av vektorfältet F = ( )
+ +( )

x y z

x y z

, ,
/2 2 2 3 2 ut ur ellipsoiden

x y z2 2 22 3 1+ + = (4p)

Lösning:

Utanför origo är — ◊ =F 0, ty med r x y z= + +2 2 2  har vi
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Låt S vara sfären x y z a2 2 2 2+ + =  så att S ligger innanför ellipsoiden
E: x y z2 2 22 3 1+ + = . Om S har utåtriktad normal, så är E-S rand till området mellan E och S

och Gauss’sats ger att F n F n◊ = ◊ÚÚ ÚÚd d
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