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5B1117 matematik III. for E och T

For betyg 3 (godkint), 4 och 5 krivs minst 16, 22 respektive 30 poing inklusive bonuspoédng.
Samtliga behandlade uppgifter ska forses med utforlig 16sning och motivering.

Hjdlpmedel: medfoljande formelblad i matematik II1.

Losningsforslag finns efter skrivningstidens slut pa kurshemsidan.
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1. Bestdm konvergensméingden till potensserien Z% 3p)
n=0 N
Losning:
, . S (Bx+1)" O ) .
Vi kan skriva att Z T Z a, och anviinda t ex kvotkriteriet
n=0 n n=0
om lim[ 2221 = 7 s3 konvergerar serien absolut da r < 1.detta ger
n—oo an
G +1)"™
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lim (n—)n =[3x+1| lim = = |3x + 1. Serien konvergerar absolut om
el (3x +1) noe 1 +1
(n+1)

Bx+1l<1e-2/3<x<0.
Vi kollar andpunkterna

oo n

a) Séttin x =—2/3 i serien och far Z —
n=0

som konvergerar enligt Leibniz' konvergens

kriteriet.

oo

b) Sitt in x =0 i serien och far 2 1= 2— som divergerar, ty harmonisk serien.
n=0 n+ n=l1 n

Svar: konvergensmingden —2/3< x<0.

2. Berikna dubbelintegralen H (x — y) dxdyover det omrade i forsta kvadranten som
D
begrinsas av kurvornax+y =2, x+y=3, x’ —y> =1, x’ =y’ = 4. 3p)

Losning:
Sitt u=x>—y*, v=x+y.Da motsvaras omrodet D av D’ = {(u,v):l <u<?2 2<y< 3} ,



d b b 1 o
M 2(x+y) 2v vidare dr dxdy = dlxy dudv = —dudv men x —y=u/vsi att
d(x,y) d(u,v) 2v
1 S TS R 7SN N P b
”(x—y)dxdy = _[ E—dudv = —Juduj—zdv = —[u—} [—} =—.
D oV 2V 2 oV 202Lv], 8
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3. Beriikna arean av den buktiga ytan z = Z(x2 +y°),dir x> +y* <12, (3p)
Losning:

Se Petermanns bok sid. 229 Ex 9.24

4.1 en vitska kan Newtons ekvation skrivas p(r)a(r) = —Vp(r), dir
p(r)dr masstitheten, a(r) acceleration, p(r) det lokala trycket och r = (x,y ,z)
Bestim den vinkeln som a(r) bildar med rot( a(r)). (3p)

Losning:
Vihar Vx (pa) =-Vx(Vp)=0. Utveckla vinstra ledet

|
Vx(pa) =Vpxa+pVxa=0somger Vxa= —;(an).Vinkelnmellan aochVxa

-1
gesav (Vxa)-a= (—j(V xa)-a=0,vilket innebir att a #r vinkelrit mot V x a.
P

5. Berdkna cirkulationsintegralen i‘f- F-dr,da I'ar skdrningskurvan mellan paraboloiden
r

7z =x"+ 2y’ och cylindernx” + y* =1 och F = (yzze" +x%y, 2yze* + yz, yzex).
Kurvans projektion pa xy —planet dr positivt orienterad. (4p)

Losning:
Projektionen y p& xy —planet av I #r cirkeln x* + y* =1. L4t D vara omradet innanfory .
PaT #r z =1+ y*. D4 fas eftersom I #r en sluten kurva

E’SF dr —3€ yze* +x° y dx+(2yze +yz)dy+y e'dz=

E]gd yze +§x ydx+y(l+y2)dy=0+3€x2ydx+y(1+y2)dy=
r r

= ﬂgxzydx + 3§y(l + yz)dy = Sﬁx ydx = 0 = [Greensformel] = J.J. *dxdy = —I r3dr]? cos’0dO=

r T v Y 0

1 1
d(fyz+fvj
27 47

r I sin20 071"
=—— [ +—} =-n/4
4 . 4 2],




6. Berikna flodet av vektorfiltet F = (xz2 + e°, 2x2yz , y212 + 1)
Over ytan {(x,y,z): Xy +zi =172 0} med normalriktning uppat. (4p)

Losning:
Komplettera S med “botten” S,= {(x,y,z):x2 +y° < 1} sd att S+ S, blir rand till halvklottet
Q= {(x,y,z):x2 +y’+z° <1z > 0} . Anvind Gauss sats Anvind

[[ ¥ -ndo = [[[V-F dvdydz = [[[(2* + 25 + 2y%2) dxdydz., sfiriska
S+S, Q Q

koordinater ger
2 /21

J. J. J.(r2 cos’0 + 2r*sin’0 rcos@)r2 sinf drd6 do =

0O 0 0
m/2 w/2

1 1
- 2njr4dr j cos20 sin@ d6 + 21 j 205 dr j sin’0 cosd do =
0 0

0 0

1 _1 /2 1 1 /2 1 1
=2 (—j[—coszé'} + 21 (—][— sin“@} =2 (— + —j =31 /10
5)3 i 3)l4 i 15 12

7. Bestdm cirkulationsintegralen ﬁgF -dr , dir E #r ellipsen x* +2y”> =1,z =0 som
E

Genomldpes i positiv led. Vektorfiltet F = r(ee + e(p)éir uttryckt i sfariska koordinater
och med sfiriska basvektorer. (4p)

Losning:
Anvind Stokes sats pa den inneslutna ellipsen ixy —planet.

E’;F -dr = J‘J. (VxF)-ndo . Rotationen av vektorfiltet F &r
E S

VxF =

r~sinf
I xy—planet (6 =z /2) blir den frsta termen noll och vi far kvar

(r2 cosf e, —2r’sinf e, + 2r”sinf e(p) =cotf e, —2e, +2e,.

4;F -dr = 2” (—ee + e(p) ‘ndo , dar S blir den elliptiska ytan i xy —planet med normalriktningen
E N

n = e_. Enhetsvektorn e_ ar vinkelrit mot enhetsvektorn e, dér e, n= 0,medan e, =—e_1
xy —planet dvs e, -n=0 Slutresultat blir dérfor

iF-drzZLdeﬁZﬂ-l-%:ﬂﬁ.

8. Bestdm konstanterna a,b,c sa att

x=u’+av’

y=2uv

z=but+cv+w
definierar ett ortogonalt kroklinjigt koordinatsystem (u,v,w). (2p)
Beriikna de kroklinjiga komponenterna A,,A,,A, av vektorfiltet A =(x,y,3z).  (2p)



Losning:

Lat r(u,v,w) = (u2 +av’2uv, bu+cv + w) vi far

gr (2u,2v b) =(2av,2u c) =(0,0,1) dessa vektorer blir ortogonala om
u
or dr or ar or or
— —=b=0=>b=0, — —=c=0=c=0——=4aw+4uv=0=a =-1.
ou dv dv dw 8u ow
0 0

Basvektorerna blir e, = 8_1'/ or|_ (u i ) AL ) =(0,0,1).

it 2 \/u +v

Vi berdknar komponenterna av vektor A = ( ,y,3z) = (u —v?2uv 3w) 1 den nya

0
ON-basen och faratt A, = A -e, = (u2 —v22uv,3w ) (1, uNu . P4 samma siitt fas
u’ +v?

Av=A-e,=vVu'+v’> och A,=A-e, =3w
Svar a=—-1b=c=0,A, =uNu’ +v> A, =vVu’ +v’,A, = 3w

9.Lat foch g vara kontinuerligt deriverbara funktioner i rymden och sitt F = Vf .
Bestidm F - rot(gF). (4p)

Losning:

Vihar F-(VxgF)=F-(VgxF)+F-(gVxF)=Vg - (FxF)+gF-VxF=
= gF-VXxF.Med F=Vf och VxVf =0.Detta ger att

F-(VxgF)=0.
o . (x.y,2) o
10. Berikna flodet av vektorfiltet F = s> ut ur ellipsoiden
X4y 47
X +2y* 4322 =1 (4p)
Losning:

Utanfor origo dr V-F=0,tymed r=+/x"+y°+z° harvi

3 2 X
a(xj r-1-x3r IR P

3 = = och motsvarande for y och z,sa att
X
3r’ - Z’»(x2 +y 4+ zz)

6 5
V.-F= =0.

r r
r5
LAt S vara sfiren x” + y” +z° = @’ sa att S ligger innanfor ellipsoiden

E: x> +2y”+3z>=1.0m S har utatriktad normal, s ir E-S rand till omradet mellan E och S

3
r

och Gauss’sats ger att ”F ‘ndo = ”F ‘ndo.PaSir n= M sa att
a

[[F-ndo = [[F-ndo - ” wi) [x2), :Isz_jdaz%mz:zm.






