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1. Sattu=xy, v= lz Da overgar D till D' = {(u,v):lsu <2,2< vs4}
X
I )
det( dlxy )) udv = = [dv[—du = ZIn2.
d(u,v) 3 Ju 3

2. Infor polara koordinaterx = r cosf,y = rsinf. Da overgar D
D ={(r.0):0<r=<1,0<0=<m/2}

den sokta arean blir f f dxdy = f f

2xy
ffx g = dxdy=
. 1 /2 2 1
fl)fwrdrdﬁ ={rdr{ 25sinf cosOdO = [%L[sinzﬁ]o/2 =%

+1 sa far vi att
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3. Omyvilater P =—; +1 och Q==
X“+y X“+y

6Q -2x och oP -2x
Ty ()

Pdx + Ody exakt i hela R* utom i origo, ty dar ar derivatorna singuliara. En ekvivalent
utsaga ar att faltet (P,Q) ar konservativt i hela R* utom i origo. Eftersom den givna
kurvan inte omsluter origo kan vi utnyttja att det enligt satsen (10.3) om konservativa

. Alltsa ar differentialen

oU
falt existerar en potential U(x,y) till faltet (P,Q)sa att P = o och
X

oU . o
QO = — Vi har allts3 att
ady

aU 2x (1)
=P== +1
ox X" +y
(2)
oU 1 !
dy _Q_x2+y+

Integration av (1) med avseende pa x ger



2x 5
o +1)dx= (x> +y)+x+ W) 3)

U=f(x2

dar W ar nagon kontinuerlig och deriverbar funktion av y.
Derivation av (3) med avseende pa y samt jamforelse med (2) ger

oU o 5
T Y0 =[@]-
Potentialen till (P, Q) ir alltsd U = In(x* + y)+ x + y + C och den sokta integralen kan
nu beraknas enligt
2x 1
f > +1|dx +|— +1|dy =U(1,0) -U(-1,0) =
J\x"+y X +y

=Inl+1+0-In1+1+0=2

1
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4. 3. 43M200x2E30y2%, z2>0. Ytans normalvektor (—z; , -z, , DEbx, 6y, 1)
har samma riktning som £ . Ytans projektion D pa xy—planet ges av x23GPE0A.

f f (-2y, x, 6xy30) - ﬁlﬂb&lﬁﬂ'f (-2y, x, 6xy30) - (6x, 6y, 1)dxdyZF

—I;’ﬂf (—12xyF [xy3F [xy30) IﬂlxdyE Dgy’ dxdy@0 - arean av DZ0O -4aZEm.

5. Vihar Vx (pa) =-Vx (Vp) =0. Utveckla vinstra ledet

1
Vx(pa) =Vpxa+pVxa=0,s0omger Vxa= —;(V xa). Vinkeln mellan a

-1
ochVxagesav (Vxa)-a= (?) (Vxa)-a=0, vilket innebir att a ar vinkelrit

motV x a.

6. Lat r(u,y,w)= (uz +av’,2uv,bu+ cv + w) , vi far

% = (2u,2v b) > = (2av,2u,c), ;—:} = (0,0,1).dessa vektorer blir ortogonala

om
or or Jr or or or
——=b=0=b=0,——=c=0=c=0——=4daww+4uv =0=a = -1
ou Jv v ow ou ow
al‘ al' o ,O —V, 70
Basvektorerna blir e, = — /|— (1er.0) ,psse, = (-v.10) , e =(0,0,).
o |ou|” u’ +v? u’ +v?
Vi berdaknar komponenterna av vektor A = (x, y,3z) = (u2 ) uv,3w) 1 den nya
£l ’O O
ON-basen och far att A, = A -e, = (u2 - v2,2uv,3w)- (u 4 )2 = udu’ +v° , Pss fas
u +v

Av=A'ev=v\/uz+v2 och A =A-e =3w



2 2 2 2
Svar:a=-1b=c=0,A, =uNu +v ,A =vvNu +v ,A =3w

7.

10.

11.

Se Ex 11.27 sid 355.

grad(div(F)) = aa_p ((n +1)p"" )ep =(n+1)(n-1)p"e,.

e, e, e

rot(F) = a(jo % % = 0. Detta ger att grad(div(F)) - rot(rot(F)) =0om
ot 0 0
n=z=l.

Infor sfariska koordinater x =rsin6fcosg,y = rsinfcos @,z =r cosg
overgar Q till Q' = {(r,@, @rl=r=20<0=a0<gp= 211}. Massan blir

[ e [

1n2f(1 cos 9)sm6d6f(w)

8 1 T 2
r’sin” 6 cos’ risin Ocos @ 5 OdrdOdg = f— drfsin3 BdBf cos’ gpdg =
ro< 0

x+y+z

do = Jrln2f(1 - cos’ 6)sin8d0 =[u = cos 0,du = —sint
0

—1
_zrln2f(1— ) ~du) =2mIn2
Svar: 2nln2

Begransningsytan S .ar sluten. Divergenssatsen ger att
ﬁSF ‘ndo = f f f div(F)dxdydz.div(F) =V -F = 2z. 1 sfariska koordinater dovergr
N Q

Q till
Q' ={(r,0,(;0):05 r<1,0<0<mx/ 2,05(ps2n'}.
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2zdxdydz = [([2rcosOr’sin@drdode = 2 (r'd Osin0d6 ((do =
J;[fzxyz f_g[frcos r~sin 0 drdfdg {r r.{cos sin {(p

_ 21 [sin2 0}”/4%1 _
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Vektorfaltets rotation 1 sfariska koordinater ges av



e, re, rsin(6)e
1 9 ad KA
r’ sin(0) or 00 op
2rcos20—cosf —(2rsin26 - sinh) 0

VxF =

- %[i(—2r2 sin(260) + rsin(@)) - i(21’005(2(9) —~cos(0))le, =0

or 00 7

Det ar alltsa virvelfritt overallt, och har en potential <I>(r,9,(p), som uppfyller

[0
aa— = —2rcos(20) + cos(0) = ® = —rcos(26) + rcos(0) + £(0,¢)
r
10D . . 2
Py 2rsin(26) - sin(8) = ® = —r*cos(26) + rcos(6) + g(6,¢)
1 0®

rsin(6) ag

= ® = h(6,)

For att alla dessa tre ekvationer skall vara uppfyllda samtidigt, sa maste @

ha formen® = —r” cos(26) + rcos(#) + C, dir C ar en konstant.

Integralen blir alltsa:
(r=20=m/2¢p=0)

fF-dr = f F-dr=®(2,7/2,0)-®(0,0,0) = 4
Y

12. Vihar F(Vx gF)=F-(VgxF)+F-(gVxF)=Vg-(FxF)+gF -VxF=
= gF-VxF.MedF =Vf och Vx Vf =0. Detta ger att
F-(ngF)=0.

13. se kursboken sid 300-301.



