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1. Vi byter koordinater till
u=x+y
v=1—y.
I (u,v)-planet blir D en kvadrat med hérn i punkterna +(1,1), £(1,—1), alltsd kvadraten
D': Ju <1, v <1

Vi har

varfor

1 1
//(:v-l—y)2dxdy:// u2-1dud1):1/ u2du/ d'u:g.
5 T 2/, . 3

2. Betrakta y som funktion av x och z, ndmligen

1
Y= 1(22 - 952)
for 2 4 22 < 12. Med hjilp av en vilkind formel och 6vergang till polira koordinater far vi
da:
Arean = // \/ 2+ 1dzdz
z2+22<12
1 1 2m 1
= 2+ —z2 + 1dzdz = dp —r2 + 1rdr
4 0 0 4
56
— 27r[ ( P+ 1P = 5
3. Vektorfiltet har en singularitet i virvelpunkten (2,0). Utanfér denna ger derivering att
0Q _ob _
or Oy

For r < 2 ger Greens sats darfor att

7{ Pd:v-l—Qdy—// @—B—P ) dzdy = 0,
cr , Oz 0Oy

dér D, ar omradet innanfor C, (som alltsi inte innehaller (2,0)).

For r > 2 sa omsluter C, virvelpunkten men vi kan dnda anvinda Greens sats till att
deformera C, (utan att korsa (2,0)) till en kurva som ar lattare att integrera over. Vi véljer
da en cirkel med centrum i (2,0), t.ex. (z — 2)? + y? = 1. Parametriserar vi denna enligt

{:c(t) =2+ cost
y(t) = sint



far vi

—sint cost

27
TSP (_gint d%%————————r——-costdt::j/ dt = 27
cos?t + sin’ ¢t ( ) cos?t + sin’ ¢ 0

27
Pdz 4 Qdy = /
Cy 0

da r > 2.

. Om vi parametriserar ytan med den polédra vinkeln ¢ och z enligt

a::c.osgo 0<p<2m
iy =sing 0<z<1

=z

s& blir i = (cos g, sin p,0), do = dpdz (ty |g—; X %| = 1) och vi far
1 2
// E fido = / dz/ (cos ¢ + z,sin @, 22%) - (cos @, sin @, 0) dyp
5 0 0

1 2w
/ dz/ (1 4+ zcosy)dp = 2.
0 0

Man kan ocksé anvinda Gauss’ sats, varvid man far en volymsintegral (ty divE # 0) och tvé
ytintegraler (for cylinderns topp och botten).

. Direkt utrdkning ger att rot A = 0 i hela rummet. Alltsa finns en skaldr potential U och
denna fas ur

ou _

5. = 2zyz
ou __ .2
ou _ .2
0z — Y

Forsta ekvationen ger
U =a’yz+ f(y,2)
varav - 5
— =z%2 f.
9y dy

Jamforelse med andra ekvationen ovan ger att % =1 dvs att

fly,2) =y +g(2).

Sétter vi in det uttryck for U vi nu har i ekvationen for %—[Z] finner vi att ¢’(z) = 0 dvs att g(z)
ar konstant.

Sammanfattningsvis har vi funnit alla potentialer:
U=a’yz+y+C

déar C ar en godtycklig konstant.

10,2

6. Lat r = (7,y,2) = (w,uv, 5 (u? — v?)). D4 &r

)

o = (0,v,u)
% = (O,U, _U)
o = (1,0,0)



Vi konstaterar att koordinatsystemet verkligen &r ortogonalt och vi far skalfaktorerna

he = VT
hy = VW2 F 0
hy =1

Detta ger (enligt formelbladet)

1 0 0 0
i S 2 2 il 2 2 Y2 2
divB u2+112[8u( u? + v Bu)+8v( u? + v BU)+aw(u +v7) By)]
1 0 0 0, 9 o 2
= [Tut —v+ — =14 .
u2—|—v2[8uu+ avv+3w((u +ow)] +u2—|—'u2
7. Vi anviand cylinderkoordinater
T = pcosp
y=psing
z=z.

D4 dvergar K i K' given av p? < 22,0< 2< 1,0 < ¢ < 27, eller

K': 0<p<z<1,

0< < 2m.
Vi far
2m 1 z
|K|:/// pdpd(pdz:/ d(p/ dz/ pdp
K 0 0 0
1,2
z ™
:2 —_— = —
7r/0 2dz 3
och

/// rdzdydz = /// (pcos g, psin g, z) pdpdpdz
K K’
1 z T
(0,0,2#/ zdz/ pdp) = (0,0, —).
0 0 4

rrp = (O, O

Dérmed blir tyngdpunkten
3
) Z)

Réknar vi bara pa i sfariska koordinater, anvinder uttrycket for dr i formelbladet och
anvinder ¢ som parameter lings L, si att

r=R
L: <{0=>57/6 (speciellt dd =0)
0 <o < 2m,

sa far vi )
T
fv-dr:/ sinprdf + (2 — cos ) Rsinfdp
L 0

27 5
:/ (2 — cos w)Rsiango = 27 R.
0



9. Summation av den geometriska serien ger
1 — on+l
1-2

an, = =ntl 1,

Harav
(|an|)1/n _ (2n+1 o 1)1/n —9. (2 o 2—n)1/n
som konvergerar mot 2 d& n — oo Enligt rotkriteriet r ddrmed konvergensradien R = 1/2.

I punkterna z = :i:% galler att
1 _
lanz™| = (2" — 1)2—n =2-2"

inte gar mot noll d& n — oo, s& for dessa = kan serien inte konvergera. Konvergensméngden
blir ddrmed det 6ppna intervallet

1< <1
—=<z< .
2 2

10. Man kan antingen parametrisera L och rékna ut direkt eller ocks& anvinda Stokes’

universalsats
%Idpr:I//(ﬁxV)deo,
L S

dér S &r en yta som har L som rand (observera att I &r konstant).

Vi anvéander den senare metoden, med
S:z?+y?<1, 2=0,

varvid n = (0,0, 1). Detta ger, om vi observerar att divB = 0,

. . 0 . 0
nxvVv= ewa—y+eya—x,
. 0B, . 0B, . 0B; 0By, .
B=—=- e, —(—/— 4
(i x V) x aweer ayey (3x+ ay)ez
0B, . 0B, . 0B, .
=5, &t ayzey+ azzez:gradBZ=(1,2,3).

Vi far alltsd

F = 1//(1,2,3) do = 7R?I(1,2,3).
S

11. Den del Ki av K som ligger inom cylindern z? + y? < R? har volymen
// dzdydz = // (cosh(z? + y?) — sinh(z? + ?)) dady
Kgr w2+y2§R2

= // e Y’ dzdy = // e’ rdrdy

2 R 2 ]. 2.R R2
= / d(p/ e’ rdr = 2#[—§e_r lo=m(l—e") <.
0 0

Det foljer att volymen &r &ndlig och lika med 7:

|K|= lim =(1— ey =
R—o0



12. Parametrisera enligt
r; = (cosu,sinu,0), 0<wu <27
= (0,0,1), —00 < t < 0.

Vi har da dr; = (—sinw, cos u,0) du, dro = (0,0,1)dt, r; — ro = (cosu,sinu, —t) och

- d
link (L1, L) = / dry - / (ry —r) ><3 ry
L1 Ly |r1 - I'2|
1 2w o . . 1
= (— sinwu, cos u, 0) du / (cosu, sinwu, . ) x(0,0,1,) di
4 Jo o |(cos u, sinu, —t)|3
1 27 o ) B .
= 1- (— sinwu, cos u, 0) du / (sinu, — cos u, 0) ”
i Ceo (1+12)3/2

1 27 9 t

= (—sin® u — cos® u) dul 1. =1.
™

()2

13. a) A ir véldefinierad utom (mojligen) da sinf = 0, dvs d& @ = 0 eller 7. D4 8 = 0 &r
emellertid ocksa taljaren lika med noll och om vi férlénger med 1 + cosé sa ser vi att A kan

skrivas .
sin 0

- (1 + cos §) G

som &r singuldr bara d& @ = 7, dvs bara pé negativa z-axeln. (Taylorutveckling eller ’'Hopital
kan ocksé anvéndas.)

b) Direkt utrdkning i sfériska koordinater ger att

1
rot A = —297-
T

c) Eftersom D i detta fall inte innehéller nagra singulara punkter sa ger Stokes’ sats

/ v-dr:// rot A -ndo
aD D
1,
:// —2er-ndaz// do = |D|
DT D

(eftersom 7 = 1 och i = &, pd D).

d) Om (0,0, —1) tillhor D s& &r komplementet D¢ till D pé sfiren fritt fran singulariteter. D¢
har samma rand som D, men orienteringen blir den omvinda. Dérmed fas

/ v-drz—/ v - dr
oDe

oD
—// rot A -nndo = —|D¢| = |D| — 4.



