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1. Substituera v = zy och v = z/y.
Integrationsomradet D’ i uw-planet blir 0 <u <1och1<wv<3.
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2. Kan l6sas genom projektion pé yz-planet eller sfariska koordinater. Med sfariska koordinater
dér @ ar vinkeln mot x-axeln och ¢ &r vinkeln i yz-planet fas
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3. Lat D vara det omrade som omsluts av I', som ar negativt orienterad. Greens sats ger
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4. Notera att grad f = (yz,zz,zy) och divgrad f = 0. Skapa en sluten yta genom att lagga till
en bottenyta Sy i zy-planet, med normalen nedétriktad. Gauss sats ger
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5. Den skaldra potentialen U bestdms ur vektorekvationen
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F = gradU = (%aa_ya E)

Detta ger tre ekvationer, en for varje komponent. Borja t.ex. med ekvationen for

y-komponenten:
ou —2zy
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2y ar den inre derivata som behdvs for att integrera hogerledet. Integration av ekvationen ger

Z

dar f &r en godtycklig funktion av variablerna x och z. Integration av motsvarande ekvationer
for z respektive z-komponenterna ger

f(z,2) = g(),

dvs funktionen f far inte bero av z utan bara av z, respektive
g(z) =C,

dvs inte heller nagot beroende av z far forekomma. Funktionen f &r alltsd en godtycklig
konstant, och det allminna uttrycket for potentialen blir
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dar C ar en godtycklig konstant.

a) div (zy, —y*,y2) =y -2y +y =0

b) A &r en vektorpotential till F om F = rot A. Om vi vill bestimma en vektorpotential s&
racker det att bestimma ett vektorfilt A vars rotation blir F'. Ett sddant filt (en
partikuldrlosning) kan bestdmmas enligt

1 1
A(r) :/ (F(tr) x tr)dt :/ (t2zy, —t*y? t?yz) x trdt =
0 0

1 2
1
= (‘,L‘ya _yQayz) X (a:,y,z)/ t3 dt = (—2y22,0, 2-'17:1/2) Z = y2 (—Z,O,.’E)
0

é://q(ﬁdaxV)z://Sﬁdaxéz.

Vilj S som den plana inspidnda ytan. Omloppsriktningen ger att normalen skall vara riktad
mot origo, dvs normalens z-komponent skall vara negativ. Ekvationen for planet i vilket
cirkeln ligger ger att

. Stokes’ universalsats ger
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vars z-komponent har ratt tecken. Normering ger
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Nu kan vi berékna integralen
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. Formell nablarékning ger
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. Se Analytiska metoder 2, 6vningsboken, uppgift 1106 (1206 i den nya upplagan).

Integranden kan anta bade positiva och negativa virden. Integralen &r konvergent om och

endast om
// |cos(z? + y*)| dz dy
R?

dr konvergent, men denna &r divergent eftersom funktionen cosinus inte gar mot noll da
argumentet (z? 4+ y?) = r2 gar mot oéindligheten.

Svar: Den angivna integralen ar divergent.

a) Flodet blir maximalt om ytan ¥ innesluter alla punkter med en positiv killtéthet.
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divA > 0 for r < 4/3/10, dvs X skall vara en sfir med denna radie och centrum i origo.
b) Det maximala flodet blir
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a) Basvektorerna dr parallella med gradienterna av respektive koordinater.
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grad u = grad (r sin? 5) = érg(r sin? 5) + ;ég%(r sin? 5) +0 = &, sin? 2 + éysin 5085

P& samma satt fas
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gradv = €, cos? 7~ €y sin — cos 2
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gradw = €,

Ar basvektorerna é,, é, och &, ortogonala?
é, L é, och é, L é, eftersom &, || gradw || é, men é, och &, saknar ¢-komponent.

Vinkeln mellan é, och é, ges av skaldrprodukten
grad u - grad v = {sfariska koordinater ar ett lokalt ON — system} =

0 0
25(:052§+sin§cos§(—sin§cos§)+0=O

= sin
dvs é, L é,
Basvektorerna dr ortogonala.
b) Det nya systemet &ér alltsd ett ortogonalt, kroklinjigt koordinatsystem, och d& géller
formelbladets uttryck, dvs
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Om vi sitter ® = u far vi

1
gradu = Eeu

dvs
1 1 1
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P& samma sétt fas

_ 1 _ Jutw
 |gradw| v
1 T sin 8 .0 0
hy = gradw] 2 =rsin;cosy = Vuv
b, = u—+v
U
Skalfaktorerna ar alltsd I U+ v

v
hy = V/uv

c) Divergensen kan da berdknas genom inséttning i formelbladets uttryck:
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Lat e vara en godtycklig konstant vektor, t.ex. en godtycklig basvektor é;, &, eller €,. Gauss’
universalsats kan anvindas efter fiirenkling genom skaldrmultiplikation med e:
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Anvénd ledningen é, = — Integranden kan forenklas med nablardkning:
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Eftersom e &ar en konstant vektor kan den brytas ut ur integralen, dvs

Iz essn = [l e e fIL5

Eftersom e ar godtycklig sa ar en godtycklig komponent av / / é 3n
b

é, do lika med

motsvarande komponent av / / / (—:—5) dV, dvs
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Om integranden skall vara en gradient s& maste foljande gélla:

), _dfe)r
dr " dr r

= —grad f(r) =

vilket ger f(r) = + C, dde C ar en godtycklig konstant.
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