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1. Omradet ar triangulirt. Integranden gor att vi borjar med att integrera i x-led:

23 12 r2y 3 12 9 2y
ff dxdy = / / dxdy = / / 23 dady =
D 1 + y5 y=0 Jz=0 1 + y5 y=0 1 + y5 z=0

12 m4de 4 w4 33
= / 4yt dy = {substituera 1+ y° =1t} = - —
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2. a) grad (a-r) = (%, ' a)(%x +ayy + a.z) = (az,ay,0,) = a

a; a, a,
bydiviaxr)=V-(axr)=—a-(Vxr)=—| 2 & 2Z|=0
r oy =z
c)rot(axr)=Vx(axr)=a(V-r)—(a-V)r=
0 0 0 0 0 0
_a(%x—l—a—yy—l—&z)—(awa—x+aya—y+a2%)(x,y,z)—3a—a—2a

3. Substituera: Satt 3x —2 =1

Serien blir da -

[e.e]
SRS

n? n?
n=1 n=1
Denna serie har konvergenscentrum vid ¢ = 0.
Konvergensradien bestdms ur

2

lim |an+1| = lim n

n—oo Ay, n—oo (n —|— 1)2

9

vilket ger att konvergensradien for ¢ &r 1.
Andpunkterna:
t=1= ) - som &r konvergent.

t=—-1=> (;12)” som ar konvergent eftersom den dr absolutkonvergent.
Serien ar alltsa konvergent for —1 <t <1,

dvsfor —1<32z-2<1 & 1<3z<3 <& 1/3<z<1

4. a) Lat Dg vara cirkelskivan z? 4+ y* < R?. Med anviindande av polira koordinater

(r, ) fas
jj a2y 2 R "
e dxdy = dep e " rdr
D 0 0



—r2

e
-2
Da R — oo viixer detta mot m samtidigt som cirkelskivorna Dy témmer ut hela R

Eftersom integranden e~"~¥" &r positiv s ricker det att betrakta denna enda
uttémmande familj {Dg}. Det foljer att integralen [[5, e~ v* dzdy existerar och = .

=t — B =7 (1 — ).

b) Da vi nu vet att integralen i a) dr konvergent kan vi anvinda upprepad
enkelintegration:

T = fj e dady = / e dx - / eV dy = (/ e~ dz)?,
R? - -

[e.o] [e.o] —00

varav

/ e dz = /7.

o0

Samma typ av resonemang ger
jff eV Qadydz = (/ e dz)? = 7%/2,
R3 -

. a) Vektorfiltet v dr definierat och kontinuerligt deriverbart i D = R3\ (z—axeln). I D

galler
1. 0,1 0o, 1

rotv = —| g
p

Det foljer att v har en skaldr potential i varje enkelt sammanhéngande delomrade av
D.

b) Vi har ocksa

—g(ﬂ ;)ep + a—p(/);)ez] = 0.

varav foljer att v har en vektorpotential i D.

¢) En skaldr potential U ska uppfylla grad U = v. Uttryckt i de cylindriska
komponenterna blir detta

oU
—— =0,
dp

10U 1

pop  p’
oU
— =0.
0z

Man finner omedelbart att
U=p+C

(C' en godtycklig konstant) l6ser ovanstaende system. Lampligt definitionsomrade for
U ar varje omrade dir vinkelvariabeln ¢ kan véljas enkelvird, dvs. varje omrade som
inte innehaller nagon sluten kurva runt z-axeln. Exempel: Omradet definierat av

0 < ¢ < 27 i cylinderkoordinater.

En vektorpotential A = A,é,+ A é, + A.€, till v ska uppfylla rot A = v, dvs i
(cylindriska) komponenter
0A. 0(pA,)

dp 0z =0,




04, 0A._1
0z op p
op %) '

Om man tittar en stund pa dessa ekvationer (sirskilt den andra) sa hittar man

(kanske) 16sningen
A,=0, A,=0, A, =—Inp,

dvs.
A=—-1Inpée,.

En annan 16sning dr A = ﬁ €,. Bada losningarna ar definierade i hela D. Den
allminna I6sningen dr nagon av ovanstaende plus ett godtyckligt rotationsfritt falt,
tex. ett pa formen grad ® for nagot skalarfilt .

En vektorpotential kan ocksa konstrueras med hjilp av den allménna formeln

A(r) = /01 v(tr) x trdt.

Den visar sig ge potentialen
LN ~
A=-¢é,—-é,
p
i vart fall. (Om man vill arbeta i cylinderkoordinater sa borjar man lampligen med att

hérleda uttrycket r = pé, + z€, for ortsvektorn i dessa koordinater.)
. Ytan S kan uppfattas som en graf, tex. fér funktionen
= flay)=1-2—y
med definitionsomrade
D: z+y<1l, x>0, y>0.

Detta ger

do — \/1 + (%)2 - (Z—chﬂdwdy = V3 dady,

fsfda = \/ngfdxdy = \/75

Om vi tittar pa tex. z-komponenten av Hs rdo sa har vi med hjilp av ovanstaende

jjxdcr:\/gfjxdxdy:\/g/oldx/ol_xxdy:\/g/olx(l—x)dcpzﬁ.

varav

6

Samma resultat fas for y- och z-komponenterna, varfor
3
H rdo = %(1, 1,1)
s

och darmed
1
rrp = 5(1, 1,1).



7. Man konstaterar forst att vektorfiltet ar singuldrt dir ndmnaren &r noll, dvs pa
cirkeln (x — 1)? + y? = 1. Kurvan L ligger i ytteromradet (x —1)? + y? > 1, och dér
finner man att filtet ar rotationsfritt (dvs aa—f = %—ij med F = (P,Q)). Alltsa kan vi
16sa uppgiften antingen genom att deformera integrationsvigen till en vig som ger
enklare integration eller genom att bestimma en potential.

Vi véljer det senare: En potential U ska uppfylla

a_U_F_ x—1

or " (z—-124¢y2 -1
v
dy (-1 +y* -1

vilket ger
1
U= iln[(x— 2 +y* -1 +C,

definierad i (z — 1)? + y* > 1. Dirmed fas

1 1 1
/F-dr:U(—4,0)—U(4,0) =-In24—_-In8=—-1In3.
. 2 2 2

8. Studera integranden!

e, &, é.
é,xr=|0 0 1 |=(~y,z0)
r oy z

(éz X 'I‘) ’ (éz X 'I") = (—y,w,()) ’ (_yal'a()) = x” +y2
Om vi infér sfiriska koordinater kan vi skriva 2 + 32 = r?sin” 0. Detta ger

e (. x7)-(é,xT) . r281n2é’r _ sin20ér
5 5 2
7| r r

Faltet ar singulért i origo. For ovrigt géller

_ 19, ,sin’f
leF:ﬁE(T =

)+0+0=0

Om vi skir bort origo genom att ldgga in en liten sfaryta S. med radien e och
normalvektorn inat kan vi skapa oss ett omrade V* mellan ytorna S och S, pa vilket vi
kan anvinda Gauss’ sats.

Flodet genom ytan S dr

@F-ﬁda: H F-fdo = @F-ﬁda—ﬂpﬁda:
S

S+S—Se S+S. Se
- jﬂdidexdydz - HF Ade =
1% Se

={I V* giller div F = 0. Pa S, giller n = —¢é,}=

. 29 2 0
- _H e, (—e,)r?sinfdfdyp = ﬂsin?*eded@ - / dg&/ sin® 0df = o7
T S 0 0 3
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