Institutionen {6r matematik
KTH

Losningsforslag till tentamensskrivning, 2004-08-25
5B1117 Matematik III fér E och ME

1. Kalla projektionen av den aktuella delen av konen pa zy-planet for D. Arean av delen
av konen kan berdknas som en integral 6ver D enligt
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Omradet D é&r en triangel med arean
A= V10
R

vilket ger att delen av konen har arean

2. Omradets geometri inbjuder till att integrera i z-led forst.
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3. a) rot grad U &r noll for alla skaldrfilt U, eftersom vektorfilt som &r lika med
gradienten av ett skaldrfilt dr konservativa ( U ar d& vektorfiltets potential) och
ddrmed rotationsfria.

b) Formelbladet ger uttrycket for divgrad U i sfiriska koordinater. Man kan antingen
derivera uttrycket direkt som det ér, eller férenkla det férst genom att anvinda att
c0s 20 = cos? 0 — sin? 4, vilket ger

U =r3sin? 0

Om vi borjar med denna forenkling, far vi:
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4. Faltet ar deriverbart 6verallt och saknar singuldra punkter. Eftersom ytintegralen
innehaller en rotation skaldrmultiplicerad med ett vektoriellt ytelement kan vi
omvandla den till en kurvintegral lings med randkurvan mha Stokes’ sats.
Randkurvan erhalls da z2 4+ y? = 1, vilket ger z = —(2? + y?) = —1. Vi far:
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Denna kurvintegral kan vi antingen 16sa direkt, eller omvandla till en ytintegral 6ver
en enklare yta. Om vi véljer en plan inspénd yta S, sa far vi:

Sy :172+y2§1, z=-1, mn=e,

Stokes’ sats ger nu:

/(—y, z,0)-dr = jf rot (—y,x,0) - é,do = II(O, 0,2)-é.,do = 2jf do =27
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dér vi har anvint att ytan S, ar en cirkelskiva med radien 1, och dérfor har arean 7.

5. Eftersom U bara beror pa r sa blir uttrycket for AU i sfiriska koordinater

AU = ! 0 (r*sin 92)) _ ! (r*U'(r))'.

r2sin«9(§ or’’ " r2

Darmed blir ekvationen {6r U

som ger

(r > 1), dir A och B &r godtyckliga konstanter.

6. Vektorfiltet F' ar definierat och kontinuerligt deriverbart ¢verallt, och man raknar 14tt
ut att rot F' = 0. Alltsa dr F konservativt och vi byta ut den angivna integrationsvigen
mot vilken som helst kurva som gar mellan samma punkter, ndmligen fran (1,0,0) till
(—=1,0,3m). Om vi exempelvis véljer den rita linjen L, parametriserad genom

r=1-2¢
y=0
z = 3mt



(eller 7(t) = (1 —2t, 0, 3nt)), 0 <t < 1, sa far vi
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Det gar ocksa bra att integrera direkt, utan att byta integrationsvig.
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. a) Ortsvektorn som funktion av u och v dr r = r(u,v) = (v — v?, 2uv). Detta ger

or

— = (2u, 2v),
5. = ( )
or
— = (—2v, 2u).
= (<20, 2u)
Vi finner omedelbart att % . % =2u - (—2v) + 2v - 2u = 0, dvs att de onormerade
basvektorerna %, % ar ortogonala. De forsvinner i origo (svarande mot u = v = 0)

men &r for 6vrigt skilda fran noll. Det foljer att (u,v) &r atminstone lokalt vildefinierat
som koordinatsystem, samt ortogonalt, utanfor origo.

Skalfaktorerna ar

0
b = 15 | = v/uP + @0)? = 2V 442,

0
hy = 15 = V(=207 + (2u)? = 2V +07,
v
vilket ger enhetsvektorerna
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e = 10or_ (=0, u)
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b) Vi soker ett omrade D i (u,v)-planet (och ej innehallande origo) och ett
motsvarande omrade Q i (z,y)-planet sa att det for varje (z,y) € Q finns exakt en

16sning (u,v) € D till
r = u?— %
Yy = 2uv.

Ett séitt att angripa uppgiften ar att forsdka 16sa w och v i termer av z och y och
identifiera omraden dar detta gar bra. Uppgiften blir enklare ju mindre omraden vi
véljer, och vi kan darfor begrénsa oss till exempelvis kvartsplanet « > 0, v > 0. Da blir
aven y > 0.



Den andra ekvationen ger v = -, vilket insatt i den forsta ger

dut — 4u® —* = 0.
Detta dr en andragradsekvation for 2u? med 1sning
2u? = x4+ /a2 + y2.

Hér dr endast plustecknet aktuellt (eftersom vinsterledet dr positivt) och vi far

1
U= \/§($+ x? +1?)
(endast den positiva roten eftersom vi bestdmde oss for att u > 0). Detta ger sedan
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Eftersom x < /22 + y? (da y > 0) &r ovanstaende uttryck for w och v meningsfulla,
och de inverterar de ursprungliga ekvationerna med omradet
D ={(u,v) : w>0, v >0} exakt svarande mot Q = {(z,y) : y > 0}.

Anm: Efter forlingning med "konjugatkvantitetblir formeln for v pa samma form som
den for w:

1
v = \/i(—w%— z? 4+ y?).
a) Vi tittar forst pa konvergensradien. Kvotkriteriet ger att denna ar

R— lim 1/(n—1)n ~ lim n+1
n—00 1/n(n+ ) Cnseom — 1

I &ndpunkterna z = £1 har vi absolutkonvergens:

1 1
Z| n+1 Zn(n+1§2ﬁ<+oo'

Det foljer att konvergensméingden dr —1 < x < 1.

= 1.

b) Deriverar vi f(x) termvis tva ganger for —1 < x < 1 och anvinder formeln for den
geometriska seriens summa far vi
o LL‘n

9
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¢) Nu integrerar vi det sista uttrycket for f”(z) for att fa f'(z) och f(x) pa sluten
form. Forst far vi

() =—=In(1 —2)+ A.
Eftersom f’(0) = 0 (se serieuttrycken ovan) s
a far vi A = 0 (integrationskonstanten) och déarmed f'(z) = —In(1 — x).

Ytterligare en integration ger (substituera ¢ = 1 — x och anvéind
JIntdt =tInt — ¢ + konst)

flz)=1—=2)In(l —2z) — (1 —z)+ B.
Eftersom f(0) =0 far vi B =1 och dérmed svaret
fl@)=(1-2)In(l —z) + x.



