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1.

Ge en explicit bijektion fran de naturliga talen till méngden av alla udda heltal,
M={..,-3-1,13,...}.

Losning: Lat f : N — M definieras som f(n) = n om n 4r udda och f(n) = —n +1 om n &r
jamnt. Observera att udda tal avbildas pa positiva tal medan jamna tal avbildas pa negativa.
Funktionen f &r injektiv for givet tva naturliga tal, n, m, sa ger f(n) = f(m) antingen n = m
om talen &r udda och —n 4+ 1= —m + 1 om talen &r jimna, men det senare ger ocksa n = m.
Vi ska nu visa att funktionen &r surjektiv. Varje positivt udda heltal dr bilden av sig sjdlv och

ett negativt heltal, n, fas som bilden av —(n — 1), sa f &r surjektiv. Da f dr bade injektiv och
surjektiv sa dr den en bijektion.

Finn ett alternativt uttryck for den booleska funktionen
flz,y, z,w) = TYzZw + TPzw + Tyzw + TyzZw + Tyzw + Tyzw + zyzZw + xgzw + cjzw

med sa fa termer som mojligt.
Losning: Vi anvander ett Karnaughdiagram.
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De markerade grupperna ger oss: Zy + Zw + gw. Vi kan inte técka 1:orna med farre cirklar sa
detta &dr ett minimalt uttryck.

Ett 9-spel bestar av en platta med 8 bitar och en tom plats och det &r tillatet att skjuta biten
narmast till héger om, vinster om, ovanfor eller nedanfor tomrummet till den tomma platsen.
T ex kan vi som forsta steg, i den vénstra figuren nedan, flytta Y eller T till den tomma platsen.
Visa att det inte gar, med tillatna drag, att d&ndra uppstillningen till vénster sa att den blir
den till hoger.

AlE | I AlY |1
O|U|Y R|IO|T|
R|T E|U
Losning: Permutationen som tar den forsta uppstéllningen till den andra &r:
(A)(EYTUOR)(D)(O).

Sa den &r udda eftersom den innehaller en cykel med jamn lingd. Men for att den tomma
platsen ska kunna komma tillbaka till utgangspunkten maste antalet forflyttningar uppat vara
lika med dem nedat och de at hoger lika med de at vénster, vilket betyder att permutationen
maste vara jimn eftersom en forflyttning sker via en transposition. Udda permutationer &r
saledes omdjliga att uppna. Se ocksa exempel 5.6 i boken.

Finn polynom u(x) och A(z) i Zs[z] sadana att
p(z)(x? + 3z + 2) + M) (2® 4 22 + 3z) = 1.
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Losning: Euklides algoritm ger

(z+4)(2* + 32+ 2) + (42 + 2)
Az (dx +2) + 2.

22 + 222 + 3z
22+ 3x+2

Gar vi bakldnges far vi

o
I

(22 + 3z + 2) — da(4x + 2)

(2% 4 32 +2) — da((2® + 22% 4+ 32) — (z + 4) (2 + 32 + 2))
(1 +4a(x +4))(z* + 32 + 2) — do(2® + 22° + 3z)

(42 4+ z + 1)(2* + 32 + 2) + z(2® + 22 + 32).

xT
xT

Vi har nu 16st motsvarande ekvation med en tvaa som hogerled. For att fa en 1:a multiplicerar
vi med 3, som &r invers till 2 modulo 5. Det ger

1= (22% + 3z + 3)(2® + 3z + 2) + 3x(2® + 22% + 32),

dvs p(x) = 22% + 3z + 3 och A\(z) = 3z ir en 16sning.

5. Forklara hur man med hjilp av kantfargning kan utvidga nedanstaende latinska rektangel till

en latinsk kvadrat.

A D E B C
C B A D FE
E C B A D
Losning: Se boken avsnitt 10.3.

6. Visa att det inte kan finnas nagon perfekt binér kod med léngd 6 som réttar ett fel. Ge exempel

pa en linjar kod med ldngd 6, som réttar ett fel och som &r maximal med avseende pa antalet
kodord.
Losning: Om koden ska kunna réitta ett fel maste méangderna av ord, som man kan fa genom
att gora hogst ett fel utgaende fran ett kodord, vara disjunkta. Om C' betecknar méingden av
kodord, betyder det att vi har olikheten: |C|-(1+ (?)) < 2% = 64. Eftersom 7 § 64 sa kan det inte
finnas nagon perfekt binir kod som rittar ett fel. Om koden #r linjir s dr |C| = 2% for nagot
k, och det storsta virdet pa k som passar in i olikheten ovan &r k = 3, dvs |C| = 8. Ett exempel
pé en sadan kod &r t ex {000000,011001,101010,110011,110100,101101,011110,000111}.

7. Finn samtliga delgrupper till U(Zs4), dvs den multiplikativa gruppen av inverterbara element
i Zoy.
Losning: Gruppen har ordning ¢(24) = 8 och Lagranges sats séiger att ordningen hos delgrup-
perna ska dela gruppens ordning. Delgrupperna har darfér ordning 1, 2, 4 eller 8. Delgruppen
med ordning 1 dr helt enkelt {1} och den enda delgruppen med ordning atta dr gruppen sjilv.
Elementen i gruppen dr de som saknar gemensam delare med 24, dvs {1,5,7,11,13,17,19, 23}.
En enkel rakning modulo 24 visar att alla elementen utom 1 har ordning 2. Det ger att delgrup-
perna med ordning 2 blir {1,5}, {1,7}, {1,11}, {1,13}, {1,17}, {1,19}, {1,23}. Delgrupperna
med ordning 4 fas genom att ta tva element ur mingden {5,7,11,13,17,19,23} och sedan
lagga till element sa den blir multiplikativt sluten, dvs 1 och produkten av de tva elemen-
ten. Vi far {1,5,7,11}, {1,5,13,17}, {1,5,19,23}, {1,7,13,19}, {1,7,17,23}, {1,11,13,23},
{1,11,17,19}.
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8.

10.

Bevisa med ett kombinatoriskt argument identiteten
n—4
n n—1—k
(-2
k=0
for alla n > 4.

Losning: Vi ska vilja 4 element ur en méngd med n element. Givet ett element z i méngden
kan vi dela upp valen i tva fall: de dér z ingar och de dér z inte ingar. Om z ingar aterstar det
att vilja 3 element bland 6vriga vilket &r en midngd med n — 1 element. Det ger summanden
(”gl) Om z inte ingar sa ska vi vilja 4 element bland 6vriga. Vilj ett nytt element, 2/, i
den méingden. Vi far da igen tva fall: att 2z’ ingar eller inte ingar. Det forsta alternativet ger
summanden (”7?{71). Proceduren kan upprepas énda tills vi har kvar en méngd med bara 4
element da vi maste vilja samtliga.

Den underliggande méngden i den booleska algebran B,, dr méingden av alla bindra ord med
langd n, V™. 1 B,, har vi de tre operationerna +, - och™. Vi har ocksa, i samband med felrét-
tande koder, definierat en annan addition pa V", som vi kan beteckna @, genom att addera
komponentvis modulo 2. Uttryck operationen @ med +, - och™. Visa ocksa att (V™ @, ) dr en

ring.
Losning: Eftersom alla operationerna riknas komponentvis ricker det att betrakta fallet n = 1
for att komma fram till hur @ kan uttryckas i +,-,”. Funktionen (z,y) — z @ y &r 1 precis

da en av variablerna #r 1 och den andra 0. Funktionens disjunktiva normalform blir dérfor
2y + Ty. Sa x By = xy + Ty. Vi ska nu visa att (V"™, @, ) dr en ring. Per definition &r (V" @)
isomorf med Z%. Vi far ddrmed att (V™,®) dr en abelsk grupp, vilket visar att axiom R1 &r
uppfyllt. Att operationen - &r sluten, associativ och har ett identitetselement foljer direkt fran
definitionen. Det aterstar att verifiera de tva distributiva lagarna

z-(x®y) = z-xDz-y
(x@y) -z = x-2®y-2.

Eftersom multiplikationen &r kommutativ ricker det att visa den forsta. Vi har

2 ytiozy=z-(x-§+z-y) =z (zDy).

RSA-kryptering fungerar tack vare identiteten

PPN+ = 5 (mod py),

som galler da p, q &r tva olika primtal och k, z &r tva heltal. Bevisa identiteten.

Losning: Om SGD(z,p) = 1 sd ger Fermats lilla sats att 2P~! = 1 (mod p) vilket i sin
tur ger F@-D-D+1 = 4 (mod p) och den senare identiteten &r uppenbart sann dven om
plz for da star det 0 = 0 (mod p). Vi har alltsa p|z#®P~D@=D+1 _ 2 och pa samma sitt
far vi gz®P-D@=D+1 _ 2 Da SGD(p,q) = 1 betyder det att pg|z*P-Da=D+1 _ 2 dys
gFP=Dl=D+1 = & (mod pq).



