LOSNINGSFORSLAG Del A, 3p per uppgift

1. Hitta alla heltalslosningar till ekvationen 325z + 26y = 91.

Forkorta med 13. Ekvationen blir da 25z + 2y = 7 och med hjilp av
Eulkides bakldnges - eller direkt - far vi partikuléra 16sningen zp = 1, yp =
—9; eller xp = 7,yp = —84. Allména l6sningen till 25x 4+ 2y = 0 &r
g = —2n,y = 25n och fullstandiga 16sningen blir

x=1-—2n; och y=—9+ 25n.

2. En funktion f : S5 — S5 avbildar varje permutation 7 pa (12)(354) x .
Forklara varfor f ar en bijektion. Ange inversen till f explicit.

Multiplikationen med (12)(345) &r en permutation av elementen i Ss. In-
versen ges av multiplikationen med inversen till (12)(345), som &r (12)(354).

3. Hur manga icke-negativa losningar har ekvationen x1 +xs 4+ x3+ x4 = 117

Eller: Det finns réda, grona, gula och svarta bollar. Vi maste vélja 11.
Oordnat val med repetition. Svar: binomialkoefficienten (4+11-1, 11) dvs
714 6ver 117

4. Hitta alla z i Zagp som uppfyller 230 + 199 = 0.

Eulerfunktionen ¢(200) = (alla tal < 200) — (delbara med 2) — (delbara
med 5) + (delbara med 10) = 200 — 100 — 40 + 20 = 80. Enligt Eulers sats
Ar 2¥(200) = 1 i Zoyo . Saledes alla x 1 Zago uppfyller villkoren.

5. Rita undergruppsgallert for gruppen Coy.

Gruppen ér cyklisk och da har bara cykliska undergrupper. Lat ¢ vara
generatorn for Cay. Da har dess potenser fljande ordningar:

c,c,c’ et el3, el e1?, ¢ har ordning 24; ¢, ¢'0, ¢, ¢®? har ordning 12;

03 015 ¢, ¢® har ordning 8; ¢*,¢®® har ordning 6; %, ¢'® har ordning 4;
08, 1% har ordning 3; ¢'? har ordning 2.

Undergrupper: av ordning 12: [1,¢%, ¢, c5, ..., c??], av ordning 6: [1,c*, c®, c12, 16, )
av ordning 3: [1,¢c8,¢!%]; av ordning 8: [1,03 8,2 ct? 15 8 1)) av
1,ct2

ordning 4:[1, c%, ¢*2, ¢18] och av ordning 2:[1, ¢!2].

6. En mdttad cyklisk kolhydrat kan representeras av en sammanhangande graf
med f6ljande egenskaper: (i) Hogsta valensen dr 4 samt (ii) det finns exakt
en cykel. Lista alla méattade cykliska kolhydrater med 5 kolatomer genom
att rita motsvarande grafer (som har fem horn). Motivera ditt svar.
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Det kan bara finnas en 5-cykel, en 4-cykel (och ett horn utanfor) eller en
3-cykel (och 2 hérn utanfor). ALltsa:

En 5-cykel, en 4-cykel med ett ben, en 3-cykel med 2 ben, en 3-cykel med
2 antenner, en 3-cykel med med en 2-svans.

Del B, 4p per uppgift



7. Betrakta gruppen G av alla symmetrier till en regelbunden 6-horning.

10.

Skriv multiplikationstabellen i G (2p). Visa att [G, G] = {aba='b""|a,b €
G} ar en undergrupp i G (1p). Lista dess vénstra sidoklasser i G (1p).

v ar vridning 60 grader medurs, s ar spegling av hela sexhorningen.

G = {1,v,v%, 03, v, 0°, 5, sv, sv?, 503, sv?, 505}

och v8 =52 = 1; sv = v%s.

Varje element kan skrivas som s*v! dér k ér O eller 1 och I = 0,1, ..., 5. Dess
invers ar v°~!s*. Eftersom potenser av v kommuterar med alla element i
G, ar intressanta fallet nir a = sv' och b= sv?. Da &r

aba=tbt = (svh)(sv?) (v s) (v 9s).
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Anvéander vi att sv = v
med 1,v%, 08, Sa

s sa ser vi att produkten ovan kan bara vara lika

H =[G,G] = {1,v*,v?}

Sidoklasserna dr H,vH = v3H = v’H = {v,v3,0°},svH = sv3H
svOH = {sv, 503, 507}, 502 H = sv*H = sH = {s, 502, sv*}.

Lat S vara en mangd med n element. Hur manga par (A, B) av delméngder
till S finns det om A maste vara en delméngd av B? OBS: En delméngd
behover inte vara dkta; par (A, A) rdknas.

Dela upp S'i tre disjunkta delméngder : A, B— A och S — B. Vart och ett
av n element i S har da tre sdckar att hamna i. Totala antalet mojligheter
ar 3".

Bevisa att om a,b ar heltal, si dr 2 — 1 mod 2> — 1 = 2@ modb _ 7
Beteckningen x mod y syftar pa resten vid divisionen av x med y.

Lat r = a mod b; saledes a = bx + r enligt divisionsalgoritmen.
20 — 1 =20t ] =obrtr _or 4 (27 1) =27(2% — 1)+ (2" —1).

Observera att 20 — 1 = (20 — 1)(1 4 2° + 2% + .. + 2(==1b) fran en
geometrisk serie med kvoten 2° (alternativt dela polynomet z*® — 1 med
2% — 1 och siitt in 2).

Séledes 2% — 1 = (20 — 1)27(1 + 20 + 220 4 ... 4 2@=Db) 1 (2" — 1); den
sokta divisionsresten ar 2" — 1.

Ge ett bevis pa att Q &ar en k-reguljar bipartit graf for alla k.

I varje horn v (ord av langd k) sa kan vi dndra pa k bokstéver och dessa
blir precis de hoérn som r forbundna med v. S& v har valens k. Ar k jamnt,
sa har vi alla horn dér det finns jamnt antal 1 och jdmnt antal 0 och dessa
ar aldrig grannar med varandra utan enbart med dem som har udda antal
0 och udda antal 1. Dessa i sin tur ar aldrig grannar med varandra. For
udda k &r den sokta tudelningen {hérn med udda antal 1 och jamn antal
0} och {horn med jamn antal 1 och udda antal 0}. Tudelningen garanterar
att Q) ar bipartit.



