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Tentamen bestar av 12 uppgifter a 3 podng. For godkint betyg 3 fordras minst 15
podng. For betyg 4 minst 22 poédng och for betyg 5 minst 29 poéng.

1. Lat z = 3 + 2i. Berdkna ett komplext tal w sa att zw = 1.

Svar: Vi soker et tal w pa formen a + ib sa att zw = 1. Vi har:
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2. Beriikna >y, (3)"

Svar: Vi har formeln Y} _ ag® = %, och far
n n
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Z(§)k = Z(i)k -1
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Sétt @ = 1 och ¢ = i formeln. Dette ger
l)ﬂ+1 -1 1
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Lat M vara linjen genom punkterna (1,0) och (3,2) i zy-planet. Bestidm
ekvationen for linjen L som &r normal till linjen M och gar genom punkten
(2,2).

Svar: L har ekvation pa formen y — yo = k(x — ), dir (xg, yo) dr et punkt
pa L och k &r linjens lutning. Linjen M har lutning 1, och det foljer att
linjen L har lutning k£ = —1. VAlj (x¢, yo) = (2,2): Linjen L far ekvationen

y—2=—(z-2)
som ar ekvivalent med ekvationen
y=—x+4.

Beskriv linjen L i uppgift 3 pa parameterform.

Svar: Linjen L har ekvationen y = —x + 4. Vilj tex. en parameter x = t. Vi
far L pa parameterform:

() =(4)= )

Los ekvationen z2 4+ 2(1 + i)z + 8 — 45 = 0.

Svar: Kvadratkomplettera ekvationen :
(z+ (1+14))* = —8 + 6i.
Sétt w = z + (1 + ¢) som ger ekvationen
w® = —8 + 6i.

Ta kvadrtroten av —8 + 6i: /—8 + 61 = £(1 + 37) som ger lésningar z = 2i
och z = —2(1 + 2i).



For vilka x géller olikheten

22 —5x+6

= < 0.
f(z) 3 —4x?2 — x4+ 4

Svar: Faktorisering ger:

(z —2)(z —3)

(x—=1)(z+1)(x—4) <0

flz) =

Et teckenschema for f(z) ger at f(z) < 0 for z € (—oo, —1) U (1,2) U (3,4).

Los ekvationen |z — 1| + |z + 2| = 22 + 3.

Svar: P4 intervallet (—oo, —2) far man ekvationen
l-z—-2—-2z=2x+3
som dr ekvivalent med ekvationen
—4 =4z,

och ekvationen —4 = 4z saknar 16sning pa (—oo, —2). Pa intervallet [—2, 1]
far man ekvationen
l—-z+z2z+2=22+3

som ar ekvivalent med ekvationen
0 =2x.

Ekvationen 0 = 2z har 16sningen x = 0 pa intervallet (—2, 1). Pa Intervallet
(1, 00) saknar ekvationen 16sning, sa 16sningen av ekvationen |z — 1| + |z +
2[=2z+3drz=0.

Los ekvationen z* + 722 + 2122 + 37z + 30 = 0.

Svar: Man ser at x = —2 och x = —3 loser ekvationen, sa polynomdivisjon
ger

a2t +72° 4+ 212% + 372 + 30 = (z + 3)(z + 2) (2% + 22 + 5).
Polynomet x? + 2x + 5 har nollstiillen (via pg-formeln) z = —1 4 24, si
ekvationen har 16sningar r = —2, -3, —1 £ 25.



10.

11.

Visa med induktion identiteten

a" —b"=(a—-b)(a"t+a" b+ +ab" P+
for alla n > 1.
Svar: Satt n = 1 inn i formeln, och vi far at vénster sida (VS) ger a — b.
Hoger sida (HS) ger ochsa a — b, sa steg 1 &r ok.
Steg 2: Vi gjor induktions-hypotesen (IH)
a" — b =(a—b)(a"" +a %+ -+ a2+ 0.
Anta att n =k + 1:
(VS) = a* — v = aa® — bb* = a(a® — bF + %) — bb* =
a(a® — b*) + ab® — bb* = a(a® — b*) + (a — b)b* = (IH) =
ala —b) (@t +a" b+ +abF 2+ ) + (a — b)bF =
(a—b)(a* +a* b+ +a®" 2+ bt +0F) = (HS).
Vi ser att steg 2 dr ok, och identiteten &r visad.

Los ekvationen |2? — 3z 4 2| = ;.

Svar: Vi deler upp ekvationen i 2 ekvationer: pa intervallet (1,2) far vi
ekvationen

—2?+3x—-2= L
=7
som har 16sningen z = %

Pa (—o0, 1] U [2,00) far vi ekvationen

=~ =

2’ -3z +2=

som har 16sning z = (3 £ /2), sa svaret &r z = 3 och z = (3 £/2).

Los ekvationen 322 — 5(3%) — 6 = 0.

Svar: Faktorisering ger
3% —5(3%) — 6= (3")? = 5(3") — 6= (3" —6)(3"+1) =0

och vi far tva ekvationer: 3* = —1 och 3% = 6. Den forste ekvationen saknar

16sning, och den andra ekvationen har losningen x = %.



12.

Lat ap = 1 och a; = 1. Definiera rekursivt a, = a,—; + 6a,_o for n > 2.
Visa med induktion formeln

1
Qp = g(?)n_'—l —+ (_1)n2n—|—1)
for n > 0.

Svar: Vi ser att ag = (3 +2) = 2 =1 och att a; = £(32 —2%) = 1 sa
formeln ar ok for n = 0,1. Antag formeln fér n = &:

(IH): a = é(?)’““ + (—1)k2F ).

Siatt n =k + 1:
1 1
g1 = a +6ay_y = (IH) = 3(3’”1 + (=1)F2F1) 4 65(3’c + (=1)F12F) =
1 1
(3 (F)R2) 4 (23 - (-1)f3(2) =
1

g(3194—2 _ (_1)k2k+2 — é(3k+2 + (_1)k+12k+2)’
och formeln &r visad for alla n > 0.

Lycka till!



