Losningsforslag till Tentamensskrivning, 2004-01-09, kl. 8.00 -13.00, SB1123 Matematik 2 for ldrare.
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—(x+2) | 8 =—(x+2)-16-1)=17x+2)20 == x+220<==x=-2 Svar: x = -2

2. Lat P vara punkten (1,1,1) och Q punkten (3,1,3). @ =(3,1,3)-(L1,1)=(2,0,2) . En parameterform
for linjestycket PQ ar (x,y,z) =(L,L1)+1(2,0,2), 0 <t <l=x=1+2t,y=1,z=1+2t =

1
dx =2dz, dy=0, dz=2dr. [2xInzdx+ 4y’zdy+y’ dz=[2(1+2¢)In(1+26)2dr +0+1-2dr =
r 0

1 1 1 1
200+ 20 In(1+20)2dt + [2dt =1, + 1,. I, = [2dt = [2t]1) =2 och I, = [2(1+2¢)In(1+2£)2d¢ =
0 0 0 0
{ s=1+2t¢ ds =2dt
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t=0=s5s=1 t=1=s5=3 1
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20 ns —fs——ds)=[szlns]z—fsds=9ln3—ln1— 3| =9In3-
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9In3-4+2=9In3-2 Svar: 9In3-2
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3. AXB'=C<==A"'AXB'B=A'CB<==X=A"CB. A= (4 1) =A" = _( ) =

DO S U F O R K A R
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x=rcosf d(x, o. 3pl (cos@ -—rsin@
4. Variabelbytet . ger Jacobimatrisen () =|or 00
y = rsinf d(r,0) a_y G_y

or 00
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d(r,0) |ox ay (cos@ —rsinB)_1 1 (rcos@ rsin@) 1(rcos¢9 rsine)
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. Alltsa T cos 0, T sinf, —=——sinf och —= —cos6 . Kedjeregeln

1. 1
——sinf —cos6 0x dy ox r y r

r r

dz dz dr 9z 00 9z . 0z 1 dz dz dor 9z 00 9z oz 1 .
ger —= ——+ ——= —sinf + ——cosf och —= ——+ ——= ——co0s0 + —(— —sin6).
dy odrdy 060 dy or 00 r dx drdx 060 dx  or 00 r
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ay ox or 00 r or 00 r



d d d Jd d d 0
rcosOsin =+ cos’ 6 —— rsin HcosH ==+ sin” 6 — = —Z(cos2 0 +sin’ ) = el Svar: ==
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le==[x|<li S : 3) 3
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3 nl_r>n 3"+ 2" nl—{n . 2\" Enligt kvotkriteriet 4r serien absolut konvergent om
+| —
3
> le= |x |> 3

|x |< 3 och divergent om |x |> 3. Konvergensen undersoks for x = -3 och x = 3.
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gent for x =-3 och x =3. Svar: Absolut konvergent for —3 < x < 3 och divergent for x <-3 och x = 3.

= lim(-1)" = gréansvirdet ex-

n n
isterar inte. x =3 ger >, = lima, =lim —
n— n—> 3" +2

—_— —=1>0. Enligt sats ar serien diver-
n=13" +2
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3 ger 20—t =0<==>t=0eller =2,

=3¢
t=0=y=00cht=2= y=-2.Alltsa r=2.

dx .
&5y 4‘ =2 o -
dr _Jdr, & _dar 9

d
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6. Vi bestammer ¢ i punkten (O,—Z){
y

Tangentens ekvation ar y — (-2) = ;(x -0)==
2y+4 =9x <= 9x -2y = 4. Normalens ekvation ar
y-(=2)= —g(x -0) ==9y+18 =-2x ==
2x+9y+18=0

Svar: Tangentens ekvation: 2y + 4 = 9x. Normalens ekvation: 2x + 9y +18=0.

7. f(xy) =22% +bxy+y* +2x +cy haren kritisk punkti (x,y) = (1,2) om f£/(12)= £/(1,2) =0.
4+2b+2=0 b=-3
—
b+4+c=0
Andra ordningens partiella derivator ar: f,, =4, f. = -3, f,/ = 2. Vi anvander andraderivatatestet for att
bestamma den kritiska punktens karaktar.

fx/=4x+by+2ochfy’=bx+2y+c.(x,y)=(1,2):>{ |
C=-



Kritisk punkt A B C AC-B’ Karaktir

(1,2) 4 -3 2 -1 Sadelpunkt

Svar: b = -3, ¢ = -1 och punkten ar en sadelpunkt.

Del B
x’ oF, OF,

8. F =(F,F,,F,) =(AxInz,By’ z,—+ y’). Faltet ar konservativt om 8_2_ a——O 0=0,
z X y

oF, OF 2x Ax oOF, oF,

— - " -0och Frar y' =By’ =0 <= A=2 ochB=3. Vi soker en potential-
Z

d ad '
funktion ¢ till faltet: a_¢= F =2xlnz= ¢ = x’Inz+ g(y,2) = a_¢= g =F,=3y"z=
x y

2 2

800, 2)=y'z2+h(@) = ¢=x"Inz+y'z+ h(z) = 2—¢= Ly 4@ =F=—+y =) =0
Z Z Z

=> h(z) = C. En potential till faltet ar ¢ = x> Inz + ySZ + C for varje konstant C.
Svar: A =2, B=3 och en potential ar ¢ = x’Inz + y’z + C, C konstant.

9. Omradet kan skrivas y-1<x <y, 0 < y=<]1, vilket ger ff(2x y) dxdy = f f (2x - y)dxdy =

0y-l1
1

Il —x] dy ={(y2 =y = (y =D+ y(y -1y = {(—y2+2y —1+y” = y)dy = {(y ~Ixdy =

I 5
—y = =——]=—= Svar: —-1/2
[2y y} 2

0

10.  Satt f(x,y,z) =x> +y +z =2 och g(x,y,z) = xz —y + 1. I punkten (1,1,0) &r Vfoch Vg vinkelrita
mot tangenten. Vf(x,y,z)=(2x,2y,2z) och Vg(x,y,z) = (z,-1,x)
= Vf(1,1,0)=(2,2,0) och Vg(1,1,0) = (0,-L1).

e, e e
8(x,y,2)=0 VFAL0)x Vg(,1,0)=(22,0)x(0.-1L.h=| 2 2 0 |=
0 -1 1

e(2-0)-e (2-0)+e_(-2-0) =(2,-2,-2) =2(1,-1,-1).
v=(1,-1,-1) dr en riktningsvektor till tangenten. Tangentens
ekvation dr (x,y,2) =(1,1,0) +7(1,-1,-1),t ER

Svar: (x,y,2) = (1L10) + 1(L-1-1), /ER

I1. 0=sx=<1- yoch0<z<y$0<l yochO=sy= A:

O<y=<lI. fff(x 3)dxdydz—fff(x 3) dxdzdy = Z=

000

x=1-y

[—xz - 3x] dzdy = {{(( —2y) -3(-y))dzdy =

1 5 1
"y ?~3+3y)dzdy = ff(—5+2y+—y ) dzdy =

00
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i[5 1,V 5 1, 15 , 1 [ 5, 25 1,
——+42y+— dy=Jy(-=+2y+=y)dy=J(-=y+2y " + =y )dy=|-—y + =y +— =
{%(2 y 2y)L y {y(2 y+5y)dy {(2y Y+ )dy=|-2y + 2y Y 0
5 2 1 -30+16+3 11 11
——t -t —-=— = — Svar: - —
4 3 8 24 24 24

12. Funktionen har ett storsta och ett minsta varde i
omradet eftersom det ar slutet och begransat. Ett storsta eller
minsta varde kan endast forekomma i en kritisk punkt,
singular punkt eller randpunkt. Punkten (x,y) 4r en kritisk

punkt om och endast om gradienten Vf(x,y) =(0,0).
Vf(x,y) = (3,4)=/=(0,0). Eftersom de partiella derivatorna
existerar overallt finns inga singulara punkter. Cirkelns
ekvation x” - 2x + y” =0 far genom kvadratkomplettering
formen (x —=1)* + y® = 1. En parameterform for kurvan ar
x —1=cost, y =sint, 0 <t =<2mx. Vibildar funktionen

g(t)= f(cost +1,sint) = 3cost + 3+ 4sint =

g'(1) = =3sint + 4cos t. Storsta och minsta virdet for g() “\
kan forekomma i en kritisk punkt, singular punkt eller At
randpunkt. g(¢) har en kritisk punkt om och endast om g'(f) =0 <=>-3sint+4cost =0 <=

Q\\g: Sxady

maximipunkt

(x=-D>+y’=1
minimipunkt

. e .16, 2 25
sint = gcos t, som sattes in 1 cirkelns ekvation: ?cos t+cos’ t=1<= ?cos t=le==

2 9 3 3 3 . 4 4 3
CcOS t = —<=> cost = — eller cost =——. cosSt = —=>sint = —cost = —*—=—och cost =——=
25 5 5 5 3 35 5 5

4 3 4 8 4 2 4
sint = g(—g) =3 Kritiska punkter ar (g, 5—) och (g,—g). Randpunkter for g(¢) ar t=0 och t =2m.

84 2 4
Singulédra punkter finns inte. Mojliga punkter ar (g, 5—), ( g,—g) och (2,0). Motsvarande funktionsvar-

den ar 8, -2 och 6. Svar: Storsta vardet ar 8 och minsta ar -2.

13. Sitt g(x,y,z)=x"+ 3y +27 -12 = Vg(x,y,2) = (2x,6y,47). Vg(1,1,2) = (2,6,8) = 2(1,3,4). Lar
v=(1,3,4). Da ar v en riktningsvektor till den utatriktade
normalen i punkten. Lat ¥ vara den enhetsvektor som har Vg Vf

v (1,3,4) (1,3,4) !

samma riktning somv. V= —= = .
& vl Aix9+16 426

VI(x,y,2)= (v’ 2xy + 27,4 y7) =

Vf(1,1,2) =(1,10,8) och riktningsderivatan &r -

1
Y(1L,12) =v-VF(L1,2) = 1,3,4)-(1,10,8) = ,,2)=0
Ji( )=V-Vf( ) 72_6-( ) ( ) g(x,y,2)

1+30+32 63 63

— 5 V% Svar: g
1 1 1

14. Kvadratkomplettering ger: x° + y>+ 2" + yz=x"+y +2-y- 52+ Izz - 4—z2 +7' =

1 3
x4+ (y+ EZ) 4 Zzz =0, eftersom en summa av kvadrater aldrig kan vara mindre 4n 0.



