Losningar till tentamen i kurs 5B1124 Diff&Int I, del 1, LV och 5B1104 Diff&Int I, del 1
den 25 april 2003.

DEL A

1. f’(x) =sgn(sinx)cosx dvs derivatan dr definierad dverallt utom i nollstéllena till
sinx = x=nn , n=0,£1,£2,... Hogerderivatan i dessa punkter ges av

|sin(nn + h)| -

£, ) = lim - T {0 - -
3 lim|cos nm sinh| B lim|sinh| 1
B 11a0+| h | - ha0+| h | -
Vinsterderivatan ges av
) . sin(nm + h)| —|sinnmw ) inh
f_ (l’lﬁ):]llg(l)l_| h| | |:{h<0:>|h|:_h}:_hlggl_%‘:
. |sinh
= - fm=— =

f(x)=e""" =x"= f(x)=17x"= f"x)=17-16x"= .= 7 (x) =
=17-16-15-...-1=17!

3. Funktionen dr kontinuerlig pé ett slutet och begrinsat intervall. D4 antar den ett storsta
och ett minsta viarde dir. Det sker i en kritisk punkt eller en &ndpunkt eftersom singuldra

punkter saknas. f'(x):\/lz—x—2 X :2(12—x)—x_ 24-3x

Jio—x  2d12—x  2J12—x
som dr den enda kritiska punkten. f(3)=9, f(8)=16, f(11)=11 ger att det storsta
vardet ar 16 och det minsta ar 9. Funktionen kan alltsa inte anta virdet 8 1 intervallet.

=0=>x=8

4. Visoker Taylorpolynomet av grad 1 kring x=n: p,(x)=f(n)+ f'(t)(x—m)
f'(x)=sinx+xcosx; f(n)=0, f(m)=—n = f(x)=p,(x)=—n(x-m1).

jxemdx _Ju=Nx=h ZJ.(u3 +u)e'du=2@u’ +u)e" —2.[(3u2 +1e"du =
dx =2u du

=2(u’ +u)e" —2[(3u2 +1)e" —6Iue”du]: 2" (u® =3u” +u—1)+12(ue" —je”du) =

=2e"(u’ —3u’ +7u—7)+C:2em((x—l)% -3(x—-1)+74x—-1-7)+C dir vi kan
vilja C =0 tex.
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6. Videlar upp integralen: [ = j

1, —hm.[ dx —hm[ 2+/1— x} 2—11m2\/1 =2
c—1 /1_ c—>1- .
1 Da ér integralen konvergent
1= i [ = timp -] 8- m et -8

med virdet 2+8=10.

7. Den sokta volymen ges av

% L, n y
21 Ixcosxdx = 27c([)csinx]02 - Isinxdx) = 2n(5+[cosx]02) =n(t -2) ve.
0 0

8. Konvergensradien R ges av L = lim;@n +1)=1= R =1. Det betyder att
R m=2(n+1)+1

serien dr konvergent for -1< x <1 och divergent for |x| >1.Viundersoker &ndpunkterna:

x=1: Z

i Jamforelse med den divergenta serien Z— ger: lim ! n= 1
n=0 <N +

‘o n—o 2p + 1 2
dvs var serie dr ocksa divergent enligt jamforelseprincipen.

z =D D4 ! ar en mot 0 monotont avtagande talfoljd ger Leibniz’
0 2n+1 2n+1

sats om konvergens hos alternerande serier att var serie dr konvergent. Sammantaget
giller alltsd att den givna serien dr konvergent for —1<x <1.

DEL B

9. Det homogena problemets karakteristiska ekvation ir 7° +1=0=>r = +i. Det ger
1 (x)=C cosx+C,sinx. Som partikuldrldsning ansétter vi y,(x) = ax’ +bx+c
vilket ger y,"(x) =2ax+b; y,”'(x) =2a. Inséttning i differentialekvationen ger
2a+ax’ +bx+c=x"=a=1,b=0,c=-2 dvs v, (x) = x> —2. Den allménna

1osningen dr dd y(x) =y, (x)+y,(x) = C,cosx+C,sinx+x’ -2 =

= y'(x)=—C,sinx+C,cosx+2x. y(0)=0=C, =2, y(0)=0=C, =0. Den

sokta 16sningen #r alltsd  y(x) = 2cosx+x° — 2.



10.

11.

12.

Avstandet fran punkten (x,y) pa kurvan till origo &r d = /x> +y° =

= \/ x>+ m . Vi definierar funktionen f(x)=d”, x>0. Vi soker minsta virdet.
+4x

2-8x (1+4x*)’ -8
- 223 =2x 273
(1+4x7) (1+4x7)

f(x)=2x = x=0, 1+4x2:2:>x:i%.
f(O)y=1, f (%) = % i randpunkten resp den kritiska punkten. Singulira punkter saknas

och lim f(x) = w. Den sokta punkten ar da (%,%) .

T ) : .
i <E . Vi definierar funktionen
+x

) ) T
Vi skall visa att — E < arctanx —

som ar definierad och deriverbar for alla x .

f(x) =arctanx — >

1+x
1) = 1 2x  (I+x)

-+ 5 = -5 2 0 med likhet endast for x =-1 som ar en kritisk
I+x° (14+x7) 1+x7)

=0 och

punkt (terasspunkt). far alltsd vixande. lim f(x)= J_r% eftersom lim

x—>+o0 X—t0 1 + x2

—% < arctan x < % med y= i% som halvsidiga asymptoter. Darmed é&r olikheten

T T
—— < f(x) < — visad.
5 f(x) 5

1 X -x X 1)2
Arean ges av S:2nj|y|w/1+y'2dx dér y:i—lz((ez—j)zo med likhet
e
0
endast for x =0 dvs |y|: V.
X -x 2x —2x 2x —2x X —x\2
y'=e © _ varav 1+y'2=1+e 2+e =¢ t2te =(e te’) . Vi far di
4 4
1 X —x X -x 1
e +e e +e T s —xn2 . .
S=2n -1 dx=—||(e" +e —2e* —2e " |dx=
JEG 05— 2{[( ) ]

2x 672)6
+2x -

1
:EJ'(er +2+e7" —2e" —2e)dx S
29 2

2 -2
zz(e—+2—e——2e+2e’l) ae.
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