Institutionen for Matematik, KTH

Losningar till tentamensskrivning pa kursen Linjar algebra I, 5B1108 och
5B1128, 16 augusti 2004.

1. Vi multiplicerar med inverserna till A och B, till vanster respektive till hoger, for att
l16sa ut X. Vi far

101 1 -1 0 1 -2 2
X=AB')?=|01 2 0 1 -1 =10 1 -1
2 1 4 0 0 1 2 -3 4

2. Kvadratkomplettering omformar ekvationen till

3, -3 4i

Ansatsen w = a + ib satisfierande w? = —3 — 44 ger ekvationerna
a?—b*=-3, 2ab=—-4, >+ =5,

dér den sista ekvationen kommer fran att beloppet av w? ar lika med beloppet av —3 — 4i.
Forsta och sista ekvationen ger att 2a® = 2, dvs a = £1. Darur w = +(1 — 24). Vi far
Svar: z:%i% dvs z =2 —ideller z =1+1.

3. Gausselimination ger losningsmangden
Svar: (z,y,2) = (—1,2,2).

4. Vi anvinder DeMoivres formel. D& 1 + 4 har beloppet v/2 och argumentet /4, 1 — i
har beloppet v/2 och argumentet —m/4 och 1 — /3 har belopp 2 och argumentet —m /3
far det givna uttrycket belopp och argument

\/552

Det ar det komplexa talet

V3 i
Svar: 5 5

=1 respektive 18 -7/4+17-(—7n/3) —52-(—n/4) =127 — « /6.

5. Ekvationen kan skrivas
(r—1)+2y—1)+3(z—1)=0

eller forenklat = + 2y + 3z = 6. Punkten (z,y,z) = (3,2,1) ligger inte planet eftersom
dessa varden pa x, y och z inte satisfierar denna ekvation.

(10)

6.



7. Lat P = (1,0,1), @ = (2,1,1), R = (—1,4,4) och T' = (0,1,2). Vektorerna PQ =
(1,1,0), PR = (—2,4,3) och PT = (—1,1,1) ligger i samma plan eftersom determinanten
med dessa vektorer som kolonner ar lika med noll:

1 -2 -1
det| 1 4 1 |=0.
0 3 1

Vi bestammer nu vinkeln o mellan vektorerna P(), PR och vinkeln # mellan PQ och

PT.

PQ - PR PQ - PT 0,

2
~ JPQ POVPR-PR /53 ~ JPQ-PQVPT -PT 6

Alltsa ar dessa vinklar spetsiga. Vi undersoker nu vilken orientering dessa vektorer har.
For den skull kan det vara praktiskt att ta fram en normal till det plan i vilket punkterna
ligger. Kryssprodukt t ex (1,—1,2). Vi betraktar trippelprodukten av denna vektor men
vektorern PQ = (1,1,0), PR = (—2,4,3) och PT = (—1,1,1) parvis. Tecknet avgor
orienteringen:

cos() och  cos(f)

1 =2 1 1 -1 1 2 -1 1
det| 1 4 —1 | =18, det| 1 1 -1 | =6, det| 4 1 —1 |=18
0o 3 2 0 1 2 3 1 2

Star vi i punkten P med huvudet i normalens riktning pa planet i vilket punkterna ligger
sa till hoger har vi PQ och 90 grader till vianster PT och nagonstans imellan PR. Vi
gor nu samma betraktelse utifran punkten Q. Med hjalp av trippelprodukten far vi att
om vi star i punkten () med huvudet i givna normalens riktning ser vi punkterna fran
hoger réaknat R, T och P. Enda mojliga fyrhorning &r en fyrhorning sammansatt av tva
trianglar: PQT och QT R. Deras areor beraknas med hjalp av kryssprodukt:

V6 1 3v6

area(PQT) = = | (1,1,0)x(=1,1,1) |= 5 area(QTR) = B | (—3,3,3)x(—2,0,1) |= —

N —

Svar: 2v/6.

8. Vi bestammer forst miangden av x = (x1, 22, z3) sadana att Ax” = 0. Denna ekvation
ar ekvivalent med ekvationssystemet

3x1 + 29+ 4x3=0, x1+4+2054+3x3=0, 1 —29=0

som efter Gausselimination funnes ha losningarna (zq,xs,z3) = t(1,1,—1), t godtyckligt
reellt tal.

9. Vi bestammer egenvarden till den matris

3 1 2
13
2 26

[\)



som hor ihop med den givna kvadratiska formen. Karakteristiska ekvationen

3—A 1 2
det 1 3—XA 2 =0
2 2 6—-A

har rotterna A = 2 (dubbel) och A = 8. Da alla egenvérden ar positiva sa beskriver den
kvadratiska formen en ellipsoid.

10. Bestammer forst egenvéirden och egenvektorer pa sedvanligt satt. Karkteristiska
polynomet

1 2—-A

har nollstillena A = 1 och A = 4. Tillhérande egenvektorer blir for A = 1, (z,y) = ¢(1, —1),
och for A = 4, (x,y) = t(2,1). Med nedanstaende matriser Toch D kan A uttryckas:
A=TDT" och A" = TD" T,

1 2 10
() el
11 -2 1" 0
-1 _ = n _
g _3<1 1)’ b (o 4n>'

g (L2 (10N =2 114240 2424
[ W | 0 4" J3\1 1 3\ —1+44" 2 44" ‘

det(g_)\ 2 >:(3—)\)(2—)\)—2:)\2—5)\+4

sa



