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1. Vihar f; =(1,a,0), fo=(1,1,a) och f5=(1,a,1). Vektorerna fi, fo, f3 utgor en bas for R3 om
och endast om determinanten

1e (110

det(fberfS): 11oa :1_a¢0
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dvs om konstanten a # 1.

2. Lat f(x,y,z) = 2xy + i + In(z — y). En normal till ytan f(x,y,2) =7 ges av gradienten

gradf (fxafy7fz)_(2yE‘EZ R2x= %T@D%E%ﬂ_w)

Da ar grad £f(1,2,3) = (1,1,2) en normalvektor till tangentplanet 1 punkten (1,2,3). En ek-
vation for detta plan ges av grad f(1,2,3) - (x—1,y—2,z2—-3)=0 alltsqd x+y+2z=09.
[Svar: mi+y+22=09 |

3. Eftersom funktionen f(x,y) =33 —x2+ 2xy — 7y2 + 9y har partiella derivator 1 hela R2 finns
alla lokala extrempunkter bland de kritiska (= stationdra) punkterna. Dessa punkter fas ur

ekvationssystemet
{ B FE2xF 2y = Urlden/férstalékvationen(fas(ly=(x. Denlandra ékvationen!
=8y +2x([+ 14y (+(9 =0 ger(da =1, k=3 [Idvspunkternall(l,1)loch(3,3).

Vihar A=f, =-2, B=f,, =2, C=f}, =6y —14 och AC—B?=24—12y. Man far:
I (1,1 ar AC—B2=12>0 och A=-2<0 = en lokal maximipunkt.
I 3,3) ar AC— B?=-12 <0 = en sadelpunkt.
| Svar:[If:sléndallokalalextrempunktdridendokalamaximipunkten(1(1,1). |

4. Vi parametriserar I': x=¢, y=1—¢, de=dt, dy =-dt, ¢ gar fran 1 till 0. Detta ger
0

[ @ray der@rdy=[ @+t-r-t-2+20) dt= f @ -2) de=[e- 2t]
r

5. Lat D beteckna triangeln med hérnen i punkterna (0,0), (1,0) och (0,1). Vi har
1 dS =+(—z; ,—z;, 1) dxdy = {n har positiv z—komponent } = (1,2,1) dxdy
och
ff (x+3,y+2,2z+1) ~ﬁHS:ff (x+3,y+2,z+1) - (1,2, 1) dedy =
S D

fo (x+3,y+2,4—x—2y+1)~(1,2,1)dxdy=12ff dxdy = 12 - arean av D =
D

6. Kurvan xy =2 och linjen x+y =3 skir varandra da
Xy =2 O (312 x) (=2 (2500 (=1, [T (=2 0
{@q—y@B ETTIEIRIENE 0 0 =y F 2, Iy F0
alltsa 1 punkterna (1,2) och (2,1). Omradet D gesddav 2/x<y<3-x, 1<x<2. Vifar



2 330 2 - 2
ff xdxdy=f dxf xdy=f x[y] dx=f x(3—x—2/x) dx =
D 1 2/x 1 27 1
2

=[ Gx-2-2) dr=[8x72-x¥3 - 2| =16
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7. Eftersom f(x,y) = xy &r kontinuerlig och den tillaitna méngden x% + 4y2 <200, y > 7 &r sluten
och begriansad sa antar [ bade ett storsta och ett minsta véirde 1 midngden. Detta sker an-
tingen 1 en inre kritisk punkt eller i en kritisk punkt pa randen eller i en singuldr punkt.

Inre kritiska punkter: Dessa fas ur ekvationssystemet f; =y =0, f; = x = 0. Vi fir punkten
(0,0), men denna punkt tillhér inte den tillditna méngden.

Kritiska punkter pa randen y = 7: Man har f(x,y) = xy = 7x = h(x) och ekvationen hA’(x) = 0
har ingen 16sning, alltsa det finns inga kritiska punkter pa denna del av randen.

Kritiska punkter pa randen g(x,y) = x%2 + 4y2 — 200 = 0 fas med hjilp av Lagranges metod:
Vi l6ser ekvationssystemet grad f =t grad g under bivillkoret g(x,y) =0,

=g, y=2tx
£, =g,  dvs |E=B8ty
2(x,y) =0 X2F4y2[2-1200=[0

Ur 4y - ekvationl — x - ekvation2 fis x2 = 4y? vilket, insatt 1 ekvation3, ger y = =5, dvs
punkter som inte tillhér den tillatna méangden.

Ur ekvationssystemet x2 + 4y2 = 200, y = 7 fir man skirningspunkterna mellan rand-
kurvorna. Vi far punkterna (-2,7) och (2,7). Nagra singuléara punkter finns inte.
Sammanfattningsvis far vi punkterna (-2,7) och (2,7). I dessa punkter antar f virdena

—14 och 14 alltsa [Svar:Stérstaviirdet =14, Iminsta virdet/==14. |

8. a. Ett nédvandigt krav for att F skall vara konservativt ar att rot F = 0. Eftersom F ar
kontinuerligt deriverbar i hela R?3, som &ar enkelt sammanhingande, sa ar detta krav ocksa
tillrackligt. Vi har

rot F=0,a+ 1, by—-2y)=(0,0,00 ] a=-1 och b=2.
[Svaria:ia=110chib =2,

b. Vi bestammer nu en potentialfunktion U till F= (y2 -z, 2xy, 322 — x), dvs vi soker en
funktion U(x,y,z) sadan att grad U=F.

WU, [=(y2(+z [TIII(L)

W) F2yxy  [II2)

U, (=322 [x[TIIm(3)
Ekvation (1) ger att U = xy? — xz + g(y,2). Derivation med avseende pa y ger U, = 2xy + g .
Jamférelse med (2) ger att g;(y,2) =0, och séledes &r U = xy% — xz + h(2). Detta ger att U, =
—x + h” och jamforelse med (3) ger att h’(z) = 3z3. Saledes ar h(z) =23+ C och U= xy% — xz +
z% &r en potential.

[Svarb: U= xy? = xz1+ 123 |
c. F ar konservativt = arbetet F utrattar dr endast beroende av start— och slutpunk-
terna och ar = U(0,1,1) — U(2,1,0) = — 1.
Svarc:-1.
9. Kroppens rand bestar av sfiren S;: x%2+ y2+ 22=1 och sfiaren Sy: x2+ y2+ 22=4. Vi har

flodet ut ur kroppen = flédet ut ur S, + flodet in 1 S;.
Enligt Gauss’sats ar
flodet ut ur Sy = F-ndS={Kyx2+y2+2z2<4}= div F dxdydz =
i il

2 2



=fff 22 dxdydz = { sfiariska koordinater; 0 <r<2,0<6< ,0<@<2 }=

2
2 2
2 2
:j(; drj(; d(pj(; rZcos20 - r?sin 0d6=[§ ]0 '[‘P]O [%SSB ]0 :%'

P& samma satt far vi att
ﬂédetiniSlsz F-RdS={K;:x22+)y2+22<1 }=_fff div F dxdydz =
S, K,
4
15

alltsa flodet ut ur kroppen = 124

10. En sddan bas maéaste besta av tre linjdrt oberoende egenvektorer till matrisen for 7. Av av-
bildningens geometriska egenskap foljer att linjens riktningsvektor v; = (1,2,3) avbildas pa

sig sjalv alltsd v; é&r en egenvektor med egenviardet A; = 1. Om v A&r en vektor som é&r
ortogonal mot v; sa avbildas v pa vektorn —v alltsd v &r en egenvektor med egenvirdet
A =-1. Genom att véalja tva linjart oberoende vektorer vy och wvs, bada ortogonala mot vy,
far vi en bas vy, vy, vg 1vilken T har en diagonalmatris

1010
0-1 0
0 0-1

T.ex vy =(2,-1,0) och v; = (3,0,-1).

110110

Svar:T.exbasen(1,2,3),(2,-1,0),(3,0,—1) TochMatrisen[0 -1 0].
0 0-1




