Institutionen for Matematik, KTH,
Olle Stormark.

Losningsfoslag till tentamen i 5B1137 Reell analys for F1,
torsdagen den 16:e december, kl. 14.00 — 19.00.

1. Foljden {a,},_, definieras av
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Visa att denna foljd dar vizande och uppat begrdansad, och slut sedan att
den har ett grinsvdrde. Visa ocksa att gransvdrdet dr storre an 1/2.

Losning: For att se att foljden ar vixande tittar vi pa
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Att foljden ar uppat begransad inses till exempel genom
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Hérav foljer nu att lim,_. a, verkligen finns. Eftersom foljden &r
vaxande ar detta gransvarde sakert store an eller lika med
1 1 1 1 7 1
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2. (a) Bolzano-Weierstrass sats sager att en foljd som ar begrinsad bade
uppat och nedat maste ha en konvergent delfoljd. Bevisa denna
sats, och ange darvid vilka satser du stédjer dig pa.
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(b) Definiera vad som menas med en Cauchyféljd, och visa att varje
Cauchyfoljd ar konvergent.

Se Mattuck, sidorna 82 — 84.

3. (a) Formulera och bevisa Rolles sats (med angivande av de satser som
du stédjer dig pa).
(b) Lat f(z) = ™(x — 1)" pa [0,1], ddar m och n dr positiva heltal.
Visa att talet ¢ som forekommer i Rolles sats ar entydigt bestamt
i detta fall, och visa dven att ¢ delar [0,1] i tva delsegment vars
langder forhaller sig som m till n (eller tvdrtom).

Losning: For (a), se Mattuck sidan 211. Vad géller (b) observerar vi
att
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4. Funktionerna sinus hyperbolicus och cosinus hyperbolicus definieras av

. er —e % et +e*
sinhx = —5 och coshx = —5

(a) Visa hyperboliska ettan:
(coshx)? — (sinhx)? = 1.

(b) Skissera grafen avsinhz, och visa att denna funktion har en invers
— som brukar kallas for arsinhx.



(c) Harled ett uttryck for arsinhx genom att lésa ekvationen

Tr = 9

Losning: (a) visas genom f6ljande rékning:
1
(coshx)? — (sinhz)* = 1(62 +24 e 42— ) =1
Vad géller (b) ser vi att
et —(—e™) et 4e"

d .
%smhx— 5 = 5 >0

sa att sinh z ar strikt vaxande. Men da finns en invers, enligt Mattuck
sidan 179.

(c) Den sokta inversen fas pa foljande sétt:

ey — e_y
=g V20 —e V=0 <= ()’ —2weY —1=0
— e/=v+Vr2+1=ax+VvVa?+1 eftersom e’ > 0
<= y=1In(¢) =In(x + Va2 + 1) = arsinh x.
. Antag att f(x) dr definierad och kontinuerlig da 0 < x < a, och att
f(z)+ fla—x) #0 ddr. Visa att
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och anvind sedan detta resultat for att berdkna
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—  dx.
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Losning: Lat
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Variabelsubstitutionen u = a —r <= x =a—u = dr = —du ger att
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sa att
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2]_I+I_/of($)+f(a—$)d _/o dx = <:>I—2.

Eftersom sin(7w/2 — z) = cosx ger detta speciellt att

/”/2 sin x 1
—dr = -
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6. (a) Anvind sinus och cosinus for dubbla vinkeln for att visa att
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tan 6 = cot 6 — 2 cot(26).

(b) Anvdnd detta for att berdkna

(c) Berdkna

k=1

som ett punktvist gransvarde.
Losning: (a) ar trivialt:

cos20 2(cos 0)? — (sinf)?

— = cotd — tand.
sin 20 2sin @ cos 6 €0 an

2 cot(20) =

(b) Ur (a) foljer sedan att




vilket 1 sin tur visar att
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(c¢) Om vi for fixt = later n ga mot oo i S, sa gar forsta termen mot

(1)” " "y 1
lim —2— =1i = — = {I'Hospital} = lim
n—oo tan (21”) t—0 tan(tx) 0 =0 Teosta)Z
1
=

sa att

=1 x 1
Z—tan (—) = — —cotx.
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. Lat { f,(x)};2, vara en foljd av kontinuerliga funktioner pa intervallet
la,b], och antag att

fn(x) — f(x) likformigt pa [a,b] da n — oo.
Visa att da dr dven f(x) kontinuerlig pa [a, b].

Losning: Se Mattuck, sidan 312.



