12.4.1.

, 0 °U

o U

a
9 X

ot °

.V agekvationen.

V arlabel separation.

Ansats: u(xt) = X(X)T(t).

a’ Xa&x)T(t) = X(X) T dt)

X®&X) _ T&t)

X(x) a’T(t)

= konstant = A




Ett system av okopplade ODE erhalles.

X®&X)- AX(X)=0
Tat)- Aa°T(t) =0

Linjara med konstanta koefficienter.
Treolikafal: A >0, A =0, A <O.

A>0 h=u’, ul R

X®x)- u’X(x)=0




Ldsningarnages av X(x) = Ae" + Be "

Motsvarande for " T - ekvationen" ger: T(t)=C,e™ +Deg ™"

A =0

X&x)=0

X(X) = AX +B,

T(t)=C,t+D,




A<O0,A=-u", ul R

Xa x) +u’X(x) =0

X(X) = A,cosux + B, sinux
T(t) =C,cosaut + D, sinaut

VI soker den I0sning som uppfyller de givnarandvillkoren.

u(0,t) =u(L,t) =0




Darefter anpassar vi |0sningen till begynnelsevillkoren.

1
4
Substitutionen ger att randvillkoren kan skrivas
0 = u(0,t) = X(O)T(t)
O=u(L,tF X(L)T(t)

Dessa samband skall gallafor allat.
Dettainnebar att : 0= X(0), 0= X(L).
VI studerar de tre olika fallen.

u(x,0) = = x(L - X). %(X,O)ZO




A>0 A=u’, ul R

Ldsningarnages av X(x) = Ae" + Be' "

0=X(0)=A,+B
0=X(L)=Age" +Be*"

B =-A
A (et -e")=0

Endast den trivialalosningen A, = B, = 0.




A =0

X(X) = AX +B,
T({t)=C,t+D,
0= X(0) =B,

0= X(L)= AL+B,

Endast den trivialalosningen A, =B, = 0.




A<O0, A=-u’, ul R

X(X) = A;cosux + B, sinux

0=X(0) = A
0= X(L)= AcosuL + B,sinuL

B,ssnuL =0

B, =0 ger endast den trivialal0sningen.

Daremot ger sinuL =0 foljande: uL =nx, nl Z.

X(x):gsin”T“x




. n . N
Motsvarande for " T -10sningen™: T(t) = C3cosaTﬂ: t+ D,sSn aTﬂ:t.

En |Gsning som satisfierar differential ekvationen
och de givna randvillkoren ar :

. N n ..Nn
u. (xt) = B?,smTTE X { C3cosaTnt +D33|naTnt }

Varje linjgrkombination av |0sningar ar en |osning.

5 n .n . N
u(x,t):é_{ ahcosaTﬂ:t+bnsmaTnt} smTﬂ:x

n=1

Det aterstar nu att bestémma konstanternaa, och b .

Begynnelsevillkoren ger oss dessa.
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ot (xD 2‘1 L{ % L 4 L } L

¥

. 1
u(x,0) :é ansmn—TE X=—=X(L- X)
n=1 L 4

¥ —
2 ux0)=3axp sn™x=0 b,=0
ot L L

n=1

L

2 1 NIt
= — - X(L - X)sih— X dx =
ch L?ZL( )sin—

2 ax(L-X) -L  nm L-2x -L n
_—e( ) COS—TCXLAJ- n
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A ) - L N
=—0+—{ SIN—X,. - O —ssn—Xx dx }} =
{ n{ 4 nm L 1=

2 &2 L L Nt u L2
= — COS— x = 1- cosnme) =
0 N7t { €4 nm N L 1= e ( )=

i O , N=2m
:|’ 2|_2

— S nh=2m+1
T2m+1)

o nm n .n
u(x,t) = a{ ancosaTt+QSnaTnt} sanx

n=1

217 2m+r . . (2m+1)n y

u(x,t)= mao{ 2m+Dn z COsa 1 t} sin




