Differentialekvationer av hogre ordning
4.1. Inledande teori: linjara ekvationer.
4.2. Reduktion av ordning.

4.6. Variation av parametrar.



BEGYNNELSEVARDESPROBLEM
RANDVARDESPROBLEM
DIFFERENTIALOPERATOR
LINJART OBEROENDE
WRONSKIAN
FUNDAMENTALLOSNINGAR
HOMOGENA LOSNINGAR
ALLMANNA LOSNINGAR



BEGYNNELSEVARDESPROBLEM

-1

1(x) Y ai(x)% + ()Y = (%)
y(xo) = Yo yd(xo) = Vi1 ceeeenny y(n_ 1)()(0) = Yn-1-

Lat g,(x), a..(x), ...a(x), a(x) ochg(x) vara

kontinuerliga pa ett intervall | och & a (x)t 0 " x1 1.
~Or varje godtycklig punkt x= xOT | existerar en entydig
Osning V(X) paintervallet I.




RANDVARDESPROBLEM

2

a,(0) Y + 2, Y +a,(x)y = g(x)
dx dx
y(a) = Yo y(b) = Y1




DIFFERENTIALOPERATOR

-1

y

an(x)— ta, 1(><) +.. ot al(x)— + 3,(X)y = g(X)

d_5
dx

L(D) =a,(x)D"+a, ,(x)D"* +...+ a(x)D + g,(x)

L(D)y=9(Xx) 1+

Lot (x) + p1(x)} = oL (T (X)) + PLIN(X))




L(D)y=0 ™

Laty,, Vo, -..... Y, varalosningar
till [H] paett intervall 1. Da &r linjarkombinationen

y=qYy, +CY, *+.....+ ¢y, ocksaen |dsning,
dar c,c,,...... G, a godtyckliga konstanter.




LINJART OBEROENDE

{ 1,(X), 1,(X),...., T (X)} ar linjart beroende
pa ett intervall | om det existerar konstanter
C,,Cp...... .c_, dlag likamed noll, saatt
c,f(X)+c,f(X)+.....4¢ f(X)=0," xI I.

Oom {f,(x),f,(x),.....f . (X)} &
ar linjart beroende paintervallet |
ar {f,(X),f.(X),.....f (X)} linjart oberoende.




WRONSKIAN

Lat funktionerna f,(x), f,(x),....f (X) varaderiverbaran - 1 ganger.

f, f, f
W(f,, f,,....f)= e e
f(-D  f (- f (-9
LAY, Vo cevnen Y, vara nlosningar till [H] paett intervall I.
Daar{y, V,, ...... ,y.} linjart oberoende pal

U Wy, V,, ...... y)r 0 "xI I




FUNDAMENTALLOSNINGAR

Varje{Vv,, ¥,y ...... Y.} av linjart
oberoende |osningar till [H]
paett interval | bendmnes
fundamentall 6sningar pal.




Lat{vy,, V,, ...... , V. } vara fundamentall&sningar till [H]
paett intervall |. Daér alméannalosningen till [H] pal

y=cy, +CY,+.....+CYVY,,
dar ¢,C,,......, c, ar godtyckliga konstanter.

Lat y, varaen godtycklig partikularlosning till [IH]
paettinterval | ochla{y,, vy,, ...... Yy} vara

fundamentalldsningar till [H] pal.
Dages dlméannalosningen till [IH] av :




REDUKTION AV ORDNING

a, (X)y®+ a,(x)y¢+a,(x)y=0

a,(x)* 0

y@+P(X)y¢+ Q(X)y =0 1

P(x) och Q(x) & kontinuerligapaintervallet |

y, a en kand icke- trivial 10sning till [1].
En andralosning till [1], v,, sokes.
Villkor : y, ochy, skall varalinjart oberoende pal.




%2 4r icke- konstant pa 1. St y(x) = u(x)y, (x).

Y1

Inséttning 1 [1] ger :

y@+ P(X)y¢+ Q(X)y =

{ud(X)y;(x) + 2u&X)ykX) + u(x) y®(Xx)} +
POO{UEX)Y; (X) +u(X) y&kX)} + QIX)U(X)y;(X) =

UBEX)Y;(X) + UGX)12yf&x) + P(X)y,(X)} +
UX)LYX) + P(X)y&X) +Q(X) Y, (X)} =




URX)Y, (X) + UGXh2Y&X) + P(x)y;(X)} =0
Sank ordningen: w(x)=ugx), wx) = ugx).

WEX)Y; (X) + W(X){2y&X) + P(X)y,(X)} = O
Linjar av forsta ordningen.

wt) +w( 222 4 poor =0
¥(X)

En integrerande faktor & : e % = 25 T




d 2P (x)dx
—AWOOY? (59e® T} = 0

O (x) dx
w(x)y,” (x)e =G

w(x) = Gy, 2(x)e T = ugx)

u(x) = &Y 2(xe T ax+

- P (x)dx

y(X) =y, (X1 (\j:lyl- Z(X)e dx +C,} =

Cy, () 2(0e T % + Gy (x)




W(y,, y,u) =

Yi yu

Ve yli +yuc

=y ut=e

- dD(x)dx .

0

y, 0ch Yy, =V,u ar linjart oberoende och bildar

en bas for [osningsrummet till [1].




VARIATION AV PARAMETRAR

y@+ P(X)y¢+ Q(x)y = f(X) [1]

Laty, ochy, vara linjart oberoende [Gsningar
till den homogena ekvationen.y =Cy, +C, y,.

Ansitt: y(x) = u(x)y, () + Uy (X) ¥, (%):

Insattning 1 [1] ger -

yfa, + yfug+ yfg+y, ught
ygti, +ygug+ygug + y,ught
P{ygq, +y, ug+ygu, +y, ug +
Q{y,u; +y,u,} =1




u {y@+ Pyg+ Qy } + u{yg+ Py¢+ Qy,} +
yug+ yjug+ygug+ y,uft+ ygug+y, ugs-
Ply,ug+y,ug =f

yfuf+ yug+ d—i{ylu{ﬁ y,ug +PLy,uf+y,ug =1

En partikularl0sning sokes.
val oy, ug+y,ug =0,
Daerhdlles: ygg+ ygug=f.




Systemet kan skrivas:

@' 1 Yo O@ﬁ% _ é)('j
eyt vygoeudo efg
Allmannalosningen ges av
y = Cyi(X) + Coy,(X) +y,(X)u(X) +y,(X) Uy (X)
dar C, och C, ar godtyckliga konstanter.




