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Grundlaggande begrepp

Definition 1 FEtt begynnelsevdrdesproblem for ordindra differentialekvatio-
ner har foljande struktur: givet en funktion f : R™ x R — R" | existerar en
kurva ( en differentierbar funktion ) R 5t — z(t) € R" sadan att

a(t) = f(x(t),t), x(0) =20 7

Anm. Begynnelsevirdesproblem forkortas IVP fran engelskan:
Initial Value Problem.

Exempel 1 En partikel med massan 1 rér sig ldngs ett spar, paverkas av en
kraft som ges av F(y(t)) = —ky(t). Antag att partikeln startar fran vila i
punkten y = 2.

Enligt Newtons andra lag kommer partikelns acceleration §j(t) att ges av

gt) =—kyt)  y0)=2 y(0)=0

Genom att infora tillstanden x1(t) = y(t) och x2(t) = y(t) kan ovanstiende
problem skrivas som

o]l ] [ ]-10)

117.2 (t) —k‘ T2 (t) ’ l‘Q(O) 0

vilket dr precis standardformen fér ett IVP som det formulerades ovan, dér
w-[nn ] reon=| ]

I vart fall giller att f : R?> x R — R?

I detta papper skall vi noggrant undersoka vilka krav vi maste stélla
pa funktionen f(x(t),t) for att en 16sning , och helst en unik sadan, skall
existera till ett givet IVP. De resultat och metoder som vi kommer att ut-
veckla kommer att vara véldigt anvandbara i senare kurser i numerisk analys.



Innan vi bérjar med denna kravutredning, maste vi forst utvidga var syn
pa R™ , som ar det rum som framst intresserar oss nar vi handskas med IVP.
Framstéllningen som foljer &r nadgot mer allmén &n vad vara behov kréver,
men de ingdende satserna &r sé pass starka och generella att de fortjanar sin
egen plats i denna avhandling.

Definition 2 En metrik pd en méingd M dr en funktion d : M x M — R*
som uppfyller

d(z,y) = d(y,z)
dlz,y) = 0 z=y
d(z,z) < d(z,y)+d(y,z) Vz,y,zeM
Anm. Man kan intuitivt tinka pd en metrik som ett avstand mellan tvd ele-

ment (punkter) i M . Ett rum med en definerad metrik kallas ett metriskt
rum.

Exempel 2 Betrakta nu M = R" och definera d(z,y) = /(z — y)T (z — y),
dir T star for vektortransponat.

Det inses ldtt att d(x,y) endast antar positiva reella tal, samt att

Va9 @ -y =/y-27 - 2)
och
dz,y) =0, 22—y =0

Det tredje och sista kravet pa en metrik dr ingenting annat dn triangelolik-
heten, som vi vet galler 1 R™.

Fér de som fortfarande tvivlar, rekommenderas att tinka pa saken i R, ddar
metriken ovan évergir i d(x,y) = |z — y|.

Sdledes ar R™ ett metriskt rum.

Anm. Var metrik dr inte den enda mdjliga metriken.
Definition 3 En norm dr en funktion || ||: X — R™ med foljande egenskaper:

|az | = |a|| = | a dr en skaldr
fz+yll < llell+lyll VzyeX

Anm. En norm ger upphov till en metrik om man definerar d(z,y) =|| x—y ||.
(Ouvning! ). Visa detta!

Anm. Ett rum med en definerad norm, kallas ett normerat rum. Eftersom
en norm alltid kan definera en metrik, dr normerade rum ocksd metriska.



Vi maste ocksa utvidga var syn pa konvergensbegreppet.

Definition 4 En foljd {a,}32, kallas en Cauchyfolid ( eller bara Cauchy )
om det gdller att Ye >0 3N sadant att Vn,m > N medfor att d(an, ap) <
€, dar d dr en metrik.

Definition 5 En funktion f : X — X kallas en strikt kontraktion pi X om
de <1 sd att d(f(x), f(y) < cd(z,y) Va,y € X.
Exempel 3 Studera rekursionsfiljden

1

xk+1:§$k, rzp, € R VkeN

Vi skall visa tvd saker om denna foljd:

1. Funktionen f(z) = % x dr en strikt kontraktion med metriken d(z,y) =
|z —yl.
2. Féljden dr Cauchy.

Losning:

1. Det torde ganska ldtt inses att
1 1 1 1
— = |— _ = = — — < — —
(@) = fy)l = Iz = gyl = Sl —yl < Sle —yl,

dir ¢ = % < 1, varfor f dr en strikt kontraktion.

Anm. Valet av c dr helt godtyckligt s linge som % <c< 1l

2. Eftersom f dr en strikt kontraktion med ¢ = % mdste foljande gdlla

(tink !) :

d(ﬂjn—i-la :I:n) <c" d(SUl, xO)

Fér att underséka huruvida foljden dr Cauchy behdver vi studera
A(Tptm, Tn):

d(xn—&—ma xn) < d(mn—l—mv xn—i—m—l) + d(xn—l—m—la xn+m—2) +...+ d(mn-‘rla zn)
< (el ntme2 g4 ) d(2, o)

geometrisk serie © ¢ =
n

=c"(14+c+...+ ™ Yd(xy,z) < 1c

1
—d(w1,w0) = (5)" " d(wr, o),



vilket kan géras mindre dn varje valt € > 0, om

n>ln2—ln;

(w1, 20)

( ovning ! ).
anm. 0 < d(x1,z0) < oo gdller Yxg # 0. Foljden dr saledes Cauchy.

Definition 6 Ett rum X i vilket varje cauchyfoljd konvergerar, d.v.s. om
{zi}32 dr cauchy sa existerar ett x € X sadant att d(x,x,) — 0 ,n — o0,
sigs vara ett komplett (eller fullstandigt) rum.

Exempel 4 Rummen R"™ och C" dr kompletta ( Ovning ! )

Definition 7 En funktion f : X — Y sdgs uppfylla Lipschitz villkor, om
JA>0Va,y € X galler att d(f(x), f(y)) < Ad(z,y).

Exempel 5 Féljande borde vara kant:
En funktion dr kontinuerlig om det gdller att Ve > 0 46 > 0 sd att

d(z,y) <6 =d(f(x), f(y)) <e.

Antag nu att f uppfyller Lipschitz villkor, och anamma notationen ovan,
da gdller :
d(f(z), f(y)) < Ad(z,y) <e

om § sdtts till 0(c) = 5, vilket alltid kan gdoras. Sdledes dr alla Lipschitz-
funktioner kontinuerliga.

Anm. Detta dr mycket viktigt att ha klart for sig infér den kommande fram-
stallningen.

Exempel 6 Lipschitz villkor dr dock inte ekvivalent med kontinuitet, utan
ar nagot starkare, och bér nog hellre tolkas som att differenskvoten

d(f(z), f(y))
Ty S

d.v.s. haller sig begrinsad for alla distinkta val av element x,y i X.
Det betyder dock inte att funktionen dr deriverbar, vilket inses om man stu-
derar Lipshitzfunktionen f(x) = |z| 1 R.

Vi ar nu redo for var forsta sats, som vi kommer att anvinda vid ett avgo-
rande tillfalle framover.
Ovning! Visa att deriverbara funktioner ar Lipschitz!



Sats 1 (Banachs fixpunktsats) Ldt X vara ett komplett metriskt rum och
f en strikt kontraktiv avbildning. Dd har f en unik fixpunkt, d.v.s. det exi-
sterar ett ¥ € X sddant att T = f(Z).

Bevis.

Unicitet:

Antag att p och q dr tvd distinkta fizpunkter till f.

Inses: d(f(p), f(q)) = d(p,q) < cd(p,q) , men ¢ < 1 varfor vi far en motsd-
gelse. Fizpunkten maste alltsa vara unik.

Existens:
Vilj godtyckligt xg € X och definera rekursionsrelationen

Tpy1 = f(zn), n €N

Vi vill nu visa att x, — dd x, n — oo, d.v.s. att foljden {xy}22 | konvergerar
mot ett element x € X, men eftersom X enligt antagande dr ett komplett rum,
ricker det att visa att {zi}52, dr cauchy. Vi anvinder samma metod som
utvecklades i exempel 3:

(x0)) < cd(z1,x0)
(z1)) < cd(ze, 1) < *d(x1,20)

d(@ns1, ) < " d(z1,20)
Studera nu d(Tpym, Tn):

d(xn+m; wn) < d(xn—l-ma xn+m—1) + d(xn—l-m—l? xn+m—2) +...+ d($n+17 xn)
< (Cn-i-m—l + Cn+m—2 o+ Cn) d(l’l,aj‘o)

geometrisk serie =

C’T'L

1—c¢

=c"(14+c+...+ M Yd(zy,z) < d(x1,x0)
Givet ¢ < 1 och n stort kan sdledes d(xp4m,Zn) goras godtyckligt liten, och
ddrmed dr {x}5°, cauchy.

En bra ovning: Visa att uttrycket d(xp4m,Tn) kan goras mindre dn varje

val av e > 0 om bara
1 e(l—vc¢)
n>——In—— %
Inc  d(zg,x1)

Anm. Satsen gdller speciellt i R™, da detta dr ett komplett metriskt rum.



Standardproblem for differentialekvationer

Problemstéllning

Det &r nog vért att paminna oss om vad vi egentligen stravar efter. Vi vill
stalla krav pa funktionen f : R™ x R — R"™ i ett allmént IVP pa formen

@(t) = flz@t),t)  2(0) =z

s& att vi kan garantera en (unik) l6sning till problemet.

Notation

Vi méaste infora en hel del notation, men som férhoppningsvis senare kom-
mer att framsté som nédvandig for lasaren. For det forsta studerar vi endast
tider ¢ i intervallet I = [—1,1]. Valet av detta intervall &r godtyckligt, da
alla sammanhéngande tidsintervall alltid kan skalas om sé att de ligger i I (
tank! ). Vart val kommer dock att ge snyggare kalkyler.

Bilda sedan méngden (I, R™) av alla kontinuerliga funktioner z(¢) : T — R™.
Notationen med z(t) har valts sa att sldktskapet mellan detta rum och det
formodade 16sningsrummet till standard-IVP klart skall framga.

Lat oss nu definera en norm pa K(I, R"™) enligt

IF=(t) Il = max]z(t)]

Anm. Eftersom I dr en kompakt méngd och z(¢) en kontinuerlig funktion,
kommer normen att vara valdefinerad, ty enligt en kéind sats fran elemen-
tar analys antar en kontinuerlig funktion alltid ett maximum 6ver kompakter.

Anm. (Ouvning!) Visa att detta verkligen &r en norm. Visa ocksé att den-
na norm ger en véldefinerad metrik (anvind kontinuiteten!)

Visa att IC(I,R™) &r ett komplett rum, d.v.s. visa att om {zy(t)}32, ar
en cauchyfoljd i maxnormen av kontinuerliga funktioner pa det kompakta
intervallet I, sa konvergerar denna foljd mot en kontinuerlig funktion x(t).
(Ovning!)

Anvénd den likformiga kontinuiteten, da varje zx(t) ar definerat pa ett kom-
pakt intervall.

Med detta resultat kommer vi senare med gott samvete kunna anvénda Ba-
nachs fixpunktsats pa IC(I, R™).



Picards metod

Om lésaren erinrar sig exempel 3, definerades dér en {6ljd xx+1 = f(x) med
ett startvirde xg. Insédttning av xg i utrycket ger x1, som sétts in for att fa
ut x2. Genom att upprepa detta forfarande generas en foljd {zx}72, som
vi visade konvergerade mot en speciell fixpunkt z = f(x). Villkoret for att
detta skulle galla var att f uppfyllde kraven for en strikt kontraktion.

Vi skall nu gora en analogi med detta exempel, néar vi skall bestdmma den
allménna losningen till vart standard-IVP. Idéen kommer framst fran den
franske matematikern Emile Picard ( 1856 — 1941).

Betrakta funktionalen 7' : K(I,R") — K(I,R™) som defineras enligt (hdall

t fixt!) -
t t
T(x(t) )+ [ f(z(s),s)ds =x0+ | f(x(s),s)ds
o fse ]

Antag att det existerar en fixpunkt x(t) € IC(I, R™) till T', d& géller:

=10+ /f s)ds = z(t) = f(z(t),t) 2(0) =z
0

Det sista steget motiveras av integralkalkylens fundamentalsats, att deriva-
tan av integralen dr funktionen sjélv ( tédnk gérna igenom dettal ).

Men detta ar ju precis vad vill ha! Saledes ricker det att visa att T" verkligen
har en (helst unik) fixpunkt.

Efter att ha definerat ovanstdende funktional kan vi understka vad som
egentligen hander om vi applicerar samma resonemang som i exempel 3,
d.v.s. om vi nu betraktar z(0) = z¢ som en startfunktion som sétts in i 7’
for att fa ut 1 o.s.v.

M.a.o: Undersok existens av fixpunkter i (I, R™) till rekursionsfunktionalen:

T(wps1 () = 20 + / f(zx(s), s) ds
0

Anm. Ofta vdljer man att definera funktioner utifran mdjliga polynmomut-
vecklingar ( inte bara taylorpolynom! ). Till exempel skrivs exponentialfunk-
tion e* ibland ldmpligen som just dess taylorutveckling kring x = 0
ok 2 3

x x
v =1+a+o+5+

% — xr
- m ]
k:ok 3!



Exempel 7 Ldt oss anvinda Picards metod pa féljande IVP:
T=2x ,z(0) =1

Sdtt nu alltsa xg = 1 som startfunktion och bérja iterera:

w():l

t
:C1:1+/1ds:1+8

0

¢

52

1'2:1+/1+8d821—|—8+2'

) !

t
2 n—1 2 n
S S S S
0

(1)

Man inser fran ovan att detta konvergerar mot taylorutvecklingen for e®
kring x = 0, vilket ju var att forvinta...

Med denna introduktion i Picards metod kan vi ga vidare till att stalla krav
pa funktionen f(z(t),t) for att en unik 16sning kan erhallas pa detta sétt
genom iteration.

Existens och entydighet fér IVP
Lat oss forst definera bollméngden B(z, ) enligt
B(zg,e) ={z € R" : |z —x¢| < ¢}

Denna méangd bor tolkas som en sfar i R™ med radien € > 0 kring punkten
2. Vi kommer att behdva en sddan méngd i féljande sats:

Lat f : B(zo,e) x 1 uppfylla Lipschitz villkor. Dé existerar a > 0 och en
entydig kontinuerligt deriverbar funktion x(t) : I D [—a,a] — R™ som upp-
fyller

o(t) = fz(t),t), =(0) =0

De krav som vi saledes maste stélla pa var funktion f &ar att den uppfyller

Lipschitz villkor i en liten e-omgivning kring startpunkten, dar € kan vara
hur litet som helst, bara skilt ifran noll.
Inom parantes kan sigas att detta krav &r tillrackligt, men dock inte fullt
nodvandigt. Vi skall dock inte intressera oss for detta nu, da Lipschitzvill-
koret técker in en mycket stor klass av funktioner. Det kan emellertid vara
intressant att undersoka ett fall d& f inte &r Lipschitz...



Exempel 8 Betrakta IVP
o(t) = 2¢/|z(t)], =(0) =0

som har losningarna: x(t) = 0 och x(t) = t> for alla t, d.v.s. nigon unik
losning ezisterar ej. Vi vill nu visa att f(x(t),t) = 2+/|z(t)| inte kan vara
Lipschitz i nagot definitionsomride som innehdller startpunkten x(0) = 0.
Repetera Lipschitzvillkoret!

|2V ]| = 2¢/]yl | = { Séitt y=0 } = 2\/|z = 2

|z — 0]
||

och funktionen 2 ]:c|7% haller sig inte begrdnsad av ndagon konstant A ndr vi
ndrmar 0ss noll, varfor funktionen inte dar Lipschitz!

Jag vill nu be ldsaren erinnra sig om att vart normerade rum /C(I, R™) av
kontinuerliga funktioner z(t) : I — R™ &r savil komplett som metriskt, och
att existens och entydighet for IVP enligt Picard kan formuleras i termer av
att hitta fixpunkter till rekursionsfunktionalen 7" : (I, R™) — K(I,R"™)

T(z(t)) = xg +/f($(s),s) ds
0

Enligt Banachs fixpunktsats existerar en unik fixpunkt till 7' om T &r en
strikt kontraktion. Det vore nu bra om vi kunde visa att T  alltid kan goras
till en strikt kontraktion om vi sétter villkoret att f(x(t),t) ar Lipschitz. Lat
oss sétta igang!

Eftersom f antas vara Lipschitz existerar A < oo sa att | f(z(t),t)—f(y(t),t)] <
Alx(t) — y(t)| for t € [—a,a], dir vi senare kommer att stélla krav pa vilka
varden som a for anta. Om vi nu skall visa att 7" ar en strikt kontraktion

maste galla:
[ T(@) -Tw®) [<clz—yll e<1

t
| T((t) - T(y(0)) || =| / F(a(s), s)ds — / F(y(s), s)ds |
0

=l /f(x(S),S)—f(y(S),S) ds || < /H f(@(s),5) = f(y(s), ) || |ds]
0

0

t
SA/IIﬂC—y\ ds|=Allz -yt <Allz—ylla
0

9



dar vi har anvant att
lz(t)] <[z ||

Kontraktionsegenskapen erhalls om man sedan véljer A < 1, t.ex a = ﬁ,
varefter ovanstdende kedja kan sammanfattas:

HT@@D—T@@DHS%Hﬁ—yH

I detta fall kan man séledes garantera att en entydig l6sning existerar till
IVP i tidsintervallet I, = [—3, 35].

Att 16sningsfunktionen &r kontinuerligt deriverbar inses genom att resonera
enligt foljande : Om f ar kontinuerlig och #(t) = f(x(t),t) i 16sningsinter-
vallet sd maste aven @(t) vara kontinuerlig.
Darmed har vi bevisat var sats.
Anm. Bollmdngdens radie € ovan véljs sdlunda till

max |z(t) —

na fo(t) — a0

Denna mdangd bor tolkas som det omrdade inom wvilket l6sningskurvan lever’.
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