KTH Matematik

Losningsforslag till tentamensskrivning i Diff & Trans I, 5B1200 och Diff & Trans I for LV, 5B1220.
Fredagen den 20 augusti 2004, kI 1400-1900.

DELI:
1. Betrakta differentialekvationen y' =y (y - 1)(y -3) ,dar y = y(t ) och ¢ anger tiden.

Analysera vad som hander efter lang tid. Studera speciellt startvardena y(O) = 3 respektive y(O) =2.
Losning:

Vi bestaimmer forst de stationéra losningarna och finner att dessaar y = 0, 1 respektive 3.

En teckenstudie hos forstaderivatan genomfores och foljande utfall erhalles:

(y'>0, y>3 [y vaxande , y >3
ly' <0, 1<y<3 ly avtagande , 1<y <3

y'>0, 0<y<l y vaxande , O<y<1

y' <0, y<0 ly avtagande , y <0
For y(O) = 3 forblir losningen kvar pi den stationira losningen.
For y(O) = 2 innebir det att startvirdet ligger i ett intervall dér losningen ar avtagande och nedat begrinsad av y= 1.
SVAR: For startvardet y(O) = 3 forandras ej funktionsvirdet ty detta &r en stationar losning.
For startvardet y(O) = 2 kommer funktionsvirdet att gh mot ett efter lang tid.

2. En full tank innehaller 300 liter vatten i vilket 50 gram salt ar 1ost.
En annan saltlosning med koncentrationen 2 gram per liter pumpas in med en hastighet av 3 liter per minut.
Den vilblandade losningen pumpas ut med hastigheten 3 liter per minut.
Stall upp en differentialekvation som beskriver detta forlopp.
Stall aven upp motsvarande differentialekvation da utpumpningshastigheten ar 2 liter per minut.
Bestdm saltméngden vid tiden f for det fall da tanken ej sprangs.
Losning:
Lat S(¢) vara saltmingden i tanken vid tiden 7 .

S()
Forandringen av saltmiangden per tidsenhet blir: — = 2 -3 — ——+3,

300

ds S(@)

Vid den lagre pumphastigheten erhalles istallet differentialekvationen: —— = 2-3- 300
!

For att tanken ej skall sprangas maste inpumpningshastigheten och utpumpningshastigheten vara lika.

Vi loser saledes den forsta differentialekvationen.

Denna ar linjar av forsta ordningen och en allmén 1osning kan erhallas som alllmanna homogena losningen plus en partikularlosning.
t

100

Den allménna homogena losningen ges av Sh(t) = Ae och en partikularlosning ar Sp(t) = 600.

t
Den allminna losningen ir sledes S(7) = Sh(l) + Sp (t) = Ae 100 4+ 600 .

Vid tiden noll 4r saltmédngden lika med 50 gram. Det ger att konstanten ar lika med -550.

t
Den sokta losningen ar S(#) = 600 — 550e 100
ds S()
SVAR: Den forsta differentialekvationen blir — = 2 +3 — —=-
dt 300
ds S()
Den andra differentialekvationen blir — = 2+3 — —=-
dt 300
t

Den sokta losningen ar S(£) = 600 — 550¢ 100

3. Ange en fundamentalmingd av losningar till differentialekvationen x(y” - 2y' + y) =0, x>0

samt en partikularlosning till differentialekvationen X (y” - 2y/ +y ) = ex , x>0.

Losning:

Den givna differentialekvationen &r linjar. En strategi 4r att bestimma en 10sning till den homogena differentialekvationen och dérefter
reducera ordningen. Den homogen differentialekvationen kan omformas till foljande differentialekvation: y - 2y "+ y= 0.
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X X
En losning till denna gesav y| = € .Sattnu y = € z(x).
Insattning i den inhomogena differentialekvationen ger oss foljande differentialekvation:

1
e x((z" +27 +2)-2(z' +2)+2) =€, vilken forenklad bliry " = —.
x

Integration ger oss Z'=Inx+ Cl . Upprepad integration ger: Z = x Inx — x + Clx + CZ'
Allmanna losningen till dufferentialekvationen ar

X X X X X
y=ez=€ (xInx-x+Cx+Cy)=Cpe” +Cre” +e (xInx-x).
X
En partikularlosning ar yp =e (x Inx — x).
En fundamentalmangd av losningar bestar av tva linjart oberoende losningar till den homogena differentialekvationen.

X X
I vart fall har vi \X€ ,€ [, ty dessa ar linjart oberoende.

X X X
SVAR: En fundamentalméngd av losningar ar {xe ,€ } . En partikularlosning ar y p= e (x Inx — x).

4. Los differentialekvationen y "+ 9y =f( 1), dar f(t )=3, 1=t =2 ochnoll for dvrigt.
Vidare skall begynnelsevillkoren y(O) =1 och y '(O) = 3 vara uppfyllda.

Losning:
Laplacetransformera differentialekvationen: S2Y(S) -8y (0) - y’ (O) +9Y (S) = Fl (S)
s+3 F(s)
Insittning av begynnelsevillkoren ger ¥ (S) == -+t .
+9 s7+9

For bestamning av hogerledets Laplacetransform anvéander vi dess definition.(Heaviside gar ocksa bra.)

).

2 -s -2s
F(s)=L{f 0} = [ fnyedr = [3e™dr =2 =),
S
0 1
-s -2s
Den sokta losningens Laplacetransform ar Y(S) = ;2':-39 + 3(S€(s2—+€9) ) _ ;2-:_39 + %(e—s _ €_2S)(% _ SZ i 5

Atertransformering ger oss var sokta losning:
. 1 1
y(t) =cos3t + sin 3¢ + EU(t -1 -cos3(t-1)) - EU(t -2)(1-cos3(t-2))

Hir ir U(t — @) Heavisidefunktionen.
SVAR: Den sokta losningen ar

y(t) =cos3t + sin 3¢ + %U(t - -cos3(t-1))— %U(t -2)(1-cos3(t-2))

(x’\ (Zx + 3y\
5. Bestam allménna losningen till systemet av differentialekvationer | | = .
y') \2x+y )
Losning:
,_(2 3 —
Vi skriver det givna systemet pa formen: X' = (2 1) X. Egenvirden och egenvektorer till matrisen bestimmes.

. 23 , ,
Matrisen A = 2 1) Dess egenvirden erhalles ur ekvatioen

0=det(A—M)=||25)‘ 1§A|=A2—3)»—4=(A+1)(A—4).A1=—lochA2=4.

) 2-A 3
Motsvarande egenvektorer erhalles ur systemet: o) 1A v=0.

33 1
)\,1=—1 ger: (2 2>V1=0,V1=(_1).

-2 3 3
)\.2=4ger:<2 _3>V2=0,V2=(2).
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1\ _ [ et
Den allmanna losningen ar en linjarkombination av de tva linjart oberoende losningarna Xl = ( 1) e - L ; och
- o™
3\ 41 (3% ([ e! (3¢ e ! 3e4t\ 1\
X2= e = . Vifﬁer=CIX1+6‘2X2 =C] +Co = -t 4t .
2) 2¢* —e” 2¢4 —e™' 2e¢™\cy)
(et (3¢
SVAR: Den allminna losningen ar X = o] +Cp
—e~! el

)C\'

6. Betrakta ett linjart system av differentialekvationer X' =AX dir X = ( }
y

Léat matrisen A vara konstant och ha egenvirdena )\.1 och )\,2.

Avgor om losningarna 4r stabila eller instabila samt ange typ ( nod, sadelpunkt, spiral, centrum)
a))\.l = 3,)\.2 =-2.

b)\'l,2 =-1x9;.

c) )\.1 = -4, )\.2 = -3.

Losning:

a) I detta fall ar egenvarden reella och med olika tecken. Saledes ar det en sadelpunkt och darmed instabil.
b) Komplexa egenvarden med realdelen skild ifran noll.

Detta ar en spiral och negativ realdel medfor att spiralen ar stabil.

¢) Reella och skilda egenviarden ger en nod och negativa egenvarden medfor stabilitet.

SVAR: a) Sadelpunkt, instabil.

b) Stabil spiral.

¢) Stabil nod.

X 3x
7. Bestam den funktion, 1 (X,?) , som uppfyller differentialekvationen u} = I/t/x och villkoret #(x,0) = 7¢” + S5¢™ .
Losning:
Vi anvinder variabelseparationsmetoden, dvs vi sitter #4(x,7) = X (x )T(#) och satter in detta i den givna partiella

T'(t) X'(x
differentialekvationen. Vi far da: X (x)7'(t) = X '(x)T(t), divideramed X (x)7T'(¢) . Da erhalles () = L
T X(x)
Denna kvot ar konstant, ty vanstra ledet beror endast av f och hogra ledet beror endast av X . Kalla konstanten for A
T'(t) = AT()
Vi far da ett system av ordinara differentialekvationer: , .
X'(x)=AX(x)
At
(T(1) = Ae
Detta system har den allmédnna losningen { vilket ger u(x,t) = Be )Ler A = Ce)L (x+1) .
|X(x) = Be

‘Aven linjarkombinationer av sddana losningar ar 1osning till differentialekvationen. Vi skall bestamma den 1osning som uppfyller

3 +t 3(x +t
villkoret ©(x,0) = 7e* +5e™ . Den sokta losningen ar U (x,1) = 7€(x ) + Se x ).

+t 3(x +1
SVAR: Den sokta funktionen ir #(X,1) = 7€(x ) + Se x ).

/e‘t /3e4t

8. Lat Xl = k och X 2= k vara losningar till systemet av linjara differentialekvationer med konstanta koefficienter

2e4t

4
X' = AX.. Bestim matrisen A .

Losning:
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Vi far foljande tva ekvationer: Xi = AXI och X/2 = AX2 . Med de givna funktioner insatta blir detta L ; =A

4 4t
(12¢%)  (3e eller(1284t _e—t\_A(3e4t A

och = _ = —t -
8e4’ 2e4t 8€4t e t} 2641‘ —e t}
e4t et \
Multiplicera den sista ekvationen med inversen till matrisen D) 4t -t }
e 4

1 (_e—t —e_t\_l(e_‘” e—4t\

och detta fran hoger.

Inversen ges av ﬂ _2e4t 3e4t} = 5 2et _361«} .
en k g [12et etV I e e"‘”\_l(lo 15>_(2 3>
en konstanta matrisen ar = 8€4t €_t}5 2€t —3et)_5 10 5/=\2 1/

SVAR: Matrisen A = (% ?) .

DEL2:
11. .a) Betrakta begynnelsevardesproblemet y' + 4y -x+3=0, y(xo) =0.
Bestam ett varde pa X () for vilket grafen till [osningen till begynnelsevardesproblemet
tangerar x-axeln i punkten (X 0> 0).
b)Laty =y l(x) vara en icke-trivial 1osning till differentialekvationen y "+ P(x)y =0.
Hiarled en partikuléarlosning till differentialekvationen y "+ P(x )y =f(x) giltigdar y = 0.
¢) Bestam en kontinuerlig 10sning till begynnelsevardesproblemet y’ + P(x)y =4x , y(O) =3,

( 2,0=x=<l1
dar P(x) =4 2

-——, x>1

[ x
Losning:
a) Losningskurvan tangerar x-axeln i punkten (x 0 ,O) da derivatan ar noll dar.
Insattning i differentialekvationen ger: 0+0- X + 3=0 , Xo = 3.
b) Vi ansitter y =y 1(x )z(x) och sitter in i den inhomogena differentialekvationen.
Vifir y{(0)z(x) +y1(0z'(60) + Pr)y1(x)z(x) = f(x). y1(x)z'(x) + (y1 (x) + P&)y 1 (x)z(x) = f(x).
y=Yy l(x) ar en losning till differentialekvationen y "+ P(x)y = ( vilket leder till att y 1(X)Z '(x) =f(x) .

flx )dx "
y1(x)

Lo 1) = 1+ £

Vifar Z '(x) = . Integrera med avseende pa X : Z(X) = f
y1(x)

f()

Den allménna losningen ges av Y = Y1 (X)Z (x) Y1 (x )(f

f()
1()

c¢) Differentialekvationen ar linjar av forsta ordningen och den loses med hjalp av integrerande faktor.

[y'+2y=4x, O=sx=l

2
1y'——y=4x , x>1
X
[2x
e

En partikularlosning ges av y p =y1x ( ) f

Vi skriver forst om differentialekvationen:

,0=x=1

Hela ekvationen multipliceras med integrerande faktor, vilken ges av 1
-, X> 1
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[y,er + Zezxy = 4xezx

Vi far eller
X

, 0=x=<l1 [(ye

x? xx? x2’

[ye2x=2xezx —e?*+Cy, 0=x<1

Integrera med avseende pa X : 1
y—2=4lnx+C2 , x>1
X

2x

2 2x
Villkoret y(0) =3 ger tillsammans med ekvationen ye To2xe T —e™ 4+ C 1 att C 1= 4.

[y=2x—1+462x , O0=sx=<1
Insattning ger: 1 . Det iterstar att bestimma konstanten C. 2.
y— =4lnx+Cp , x>1
X
2 =x>@Inx +Cyl._;.

’ [y =2x-1+4€** , 0=sx<1

Konstanten blir C2 =1 + 4 ¢” och den sokta losningen blir {
2 2

[y =x“(@AInx+1+4e”) , x>1

Kontinuerlig Iosning soktes och kontinuitetsvillkoret ger: 2X — 1 + 4 ¢

SVAR:a) X =3
b) Se ovan.

fy=2x—1+4ezx ,0=sx=1
¢) Den sokta losningen ar { .

Ly =x2(41nx+ 1+ 4e2) , x>1

12.a) Lat en oandlig ortogonal foljd av funktioner vara given pa intervallet [a, b] .
Lat vidare y = f(x ) vara en styckvis kontinuerlig funktion pé intervallet [Cl, b] .

Bestam [ :s utveckling i den ortogonala funktionsfoljden.

0 ,-mw<x<0
b) Utveckla f(x) = {
7-x, Osxsm

c) Bestam seriens varde for X = 0.
Losning:
a) Lat den givna foljden av ortogonala funktioner ges av {(I) n (x )} n=1"

Skriv f(x ) som en linjarkombination av de ortogonala funktionerna.
f(x) = CICI)I(x) + Czq)z(x) +... +qu)n ()C )+ .....

Multiplicera ekvationen med @ m (x) och integrera over intervallet [a, b ]
b b b b

ff(x)CDm(x)dx = leq)l (x)®,, (x)dx + cszl)z(x)fbm(x)dx +...+cnf(I)n(x)(I>m(x)dx+...

Eftersom den givna funktionsfoljden ar ortogonal blir varje integral pa hoger sida lika med noll utom da 1 # m .

b
) ) 1), (x)dx
Ekvationen blirdaff(x)fbm(x)dx = Cqu)m(x)(bm(x)dx,dvs Cim = ba .
a a f(I)m(x)CI)m (x)dx

iMMmmmﬁmemsmmﬂJlelwm=LZ&“.
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b
[F0®,, ()
Den sokta utvecklingen blirf(x) = Ecmq)m (x) = E ba CI)m(x)
m=1 m=1 [@ ()P, (¥)dx

b) Vi bestimmer koefficienterna i utvecklingen f(x) = Cll + Ea” cosnx + Ebm sinmx .

n=1 m=1
b T T
[feo®@ds  [felds  [(w-xdx 7
_._a _= _ -2 _T
=7 T 27 2n 4
f(I)l(x)CI)l(x)dx fldx
b T
ff(x)cosnxdx ff(x)cosnxdx f(n x) cosnxdx
a = b = f[f[ =
T

fcos nx cos nxdx fcosz nxdx

a =TT
. JT .
[(ﬂ_x)51nmL’_f(_l)s1nmdx _cosnx
n 0 n n2 1 — cosnzw
= = 2

a, =
b T
f f(x) sin mxdx f f(x) sin mxdx f (T - x)sinmxdx
a —JT
f sinmx sinmxdx f sin? mxdx
a
coSmx cosmx ;
[(]'[—X) ] f( 1) E_ _Slnl’;’l.x
b m m 1
" 1 1 m
— COSnmT 1
Den sokta utvecklingen ar: f(X) = — 1 + E T cosnx + —sinmx .
m
n= m=1

¢) Seriens virde for X = O erhalles som medelvardet av funktion i detta sprang.

fO+)+f0-) #w+0 =&

Vi far att vardet ar = =

2 2 2
[FC,, (o)
SVAR @ f(1) = 3 5 @,,(x) b)f(x)——1+ E—Czwcosnx ¥

" [ @, (1), (x)dx

T
>

1
E —sinmx c)
m=1M
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(2
—, as<t=a+h
13. Harled utgéende fran definitionen Laplacetransformationen for funktionen f h (l‘ ) = % h

[O ,t<a, t>a+h
Benamn denna transformation L {f h (t )} .Lat h — 0, dvs bestim gransvirdet lim L{fh(t )} .
h—0

Los slutligen begynnelsevardesproblemet y "+ 4y' +8y =f(1), y(0)=0, y '0)=2.,daf(t)= lim fh(l‘)
h—0
Omkastning av gransovergang och integration forutsittes tillaten.

Losning:
Insattning i Laplacetransformationens definition ger:

a+h +h -sa
(. -st _ —st 2 _ —st 2 =£ -sa __-s(a+h) =2€_ __—sh
L{fh(t)}_{e fu(nd = [ & —dr [e _shE G )= ——— (=™

a

Nu over till gransovergangen och har anvander vi MacLaurinutveckling av exponentialfunktionen.

ze—sa Sh 2e—Sa

lim L{f;, (0} = lim ——(1 -™") = lim ——(1- (1 + (-sh) +h2H(h))) = lim 2¢75%(1 + hH(h))
h—0 h—0 sh h—0 sh h—0

Laplacetransformera differentialekvationen:
$2Y (5) = 59(0) =y’ (0) + 4(sY (s) — y(0)) + 8Y (5) = 2¢~*¢
Insattning av begynnelsevillkoren ger:
2 2 -
Y(s) = - sa

+3 e
sT+4s+8 sT+45+8
Kvadratkomplettera nimnaren.

2 _
(s+2)"+4 (s+2)"+4
Atertransformera:
y(t) = e 2 sin2z + Ut - a)e 2"V 5in2(1 - a)

26—561

SVAR:L{fh(l)}= T

y(t) = e > sin2¢ + Ut - a)e

(-7, lim L{f (0} =267,

209 G2 (1 - a).

14. a) Definiera begreppet fundamentalmatris.

b) Lat D vara en given fundamentalmatris till systemet X' =AX.

Bestam utgaende fran detta den konstanta matrisen A.

¢) Harled en partikularlosning till det inhomogena systemet X'=AX+F

Losning:

a) En fundamentalmatris bestar av linjart oberoende kolonner, vilka ar losningar till systemet X' =AX.

Antalet kolonner 4r lika med ordningen hos den kvadratiska matrisen A.

b) Den givna fundamentalmatrisen @ satisfierar systemet X' =AX dvs @' = AD .

Hirur kan den konstanta matrisen A . Multiplicera d' = AD fran hoger med inversen till fundamentalmatrisen @ .

-1
Di erhalles A = ®'D

c¢) For att bestimma en partikularlosning till det inhomogena systemet X' = AX + F anvander vi varaition av parametrar och

-1
, dar D ar invers till fundamentalmatrisen D .

ansatter en partikularlosning pa formen X p= (I)U( t )

Insittning i det inhomogena systemet ger: (PU( l‘))’ =ADPU(r)+ F

Derivera: CI)/U(Z) + (I)Ul(l) = A®PU((¢) +F.

Omforma: (CI)' - AD)U(?) + (I)U/(l‘) =F.

Fundamentalmatrisens kolonner ar losningar till det homogena systemet vilket innebér att D' -AD =0.

-1
Vi far da dU’ (t) = F. Multiplicera frén vinster med fundamentalmatrisens invers @ .

Det ger U’ (¢) = (I)_lF. Integrera med avseende pa ¢ : U(7) = fq)_l(l‘)F(t)dt .
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Var sokta partikularlosning ar Xp = (I)fq)_ 1(I)F(l‘)dt .

SVAR: a) Se ovan, b) A = cI)’(I)_l,c) Xp = (I)fq)_l(t)F(t)dt.



