KTH Matematik

Tentamensskrivning i Diff & Trans I, 5B1200 och Diff & Trans I for LV, 5B1220.
Fredagen den 20 augusti 2004, k1 1400-1900.
Hjalpmedel: BETA, Mathematics Handbook.
Redovisa losningarna pa ett sadant satt att berakningar och resonemang ar latta att folja.
Svaren skall ges pa reell form.
Del 1 ar avsedd for betyg 3 och omfattar 8 trepoangsuppgifter. For godként kravs minst 16 poang.
Del 2 ar avsedd for hogre betyg, 4 och 5, och omfattar 20 poéang.
Poangfordelningen pa del 2: 11-14 ger 5 poang vardera.
For betyg 4 kravs forutom godkiant pa del 1 daven minst 9 poang pa del2.
For betyg 5 kravs forutom godkiant pa del 1 aven minst 15 poang pa del2.

DELI:

1. Betrakta differentialekvationen y' =y (y - 1)(y -3) ,dar y = y(t ) och ¢ anger tiden.
Analysera vad som hander efter lang tid. Studera speciellt startvardena y(O) = 3 respektive y(O) =2.

2. En full tank innehaller 300 liter vatten i vilket 50 gram salt ar 1ost.

En annan saltlosning med koncentrationen 2 gram per liter pumpas in med en hastighet av 3 liter per minut.
Den vilblandade losningen pumpas ut med hastigheten 3 liter per minut.

Stall upp en differentialekvation som beskriver detta forlopp.

Stall aven upp motsvarande differentialekvation da utpumpningshastigheten ar 2 liter per minut.

Bestim saltméngden vid tiden f for det fall da tanken ej sprangs.

3. Ange en fundamentalmingd av losningar till differentialekvationen x(y” - 2y' + y) =0, x>0

X
samt en partikularlosning till differentialekvationen X (y” - 2y/ +y ) =e¢ , x>0,

4. Los differentialekvationen y "+ 9y =f( 1), dar f(t )=3, 1=t =2 ochnoll for dvrigt.
Vidare skall begynnelsevillkoren y(O) =1 och y '(O) = 3 vara uppfyllda.

x’\=(2x+3y\
y') \2x+y )

5. Bestam allminna losningen till systemet av differentialekvationer (

X
6. Betrakta ett linjart system av differentialekvationer X' =AX Jdar X = ( ) .
y

Léat matrisen A vara konstant och ha egenvirdena )\.1 och )\,2.

Avgor om losningarna ar stabila eller instabila samt ange typ ( nod, sadelpunkt, spiral, centrum)
a))\.l = 3,)\.2 =-2.

b)\'l,2 =-1+9;.

c) )\.1 = -4, )\.2 = -3.

X 3x
7. Bestam den funktion, #(X,7) , som uppfyller differentialekvationen u} = I/t/x och villkoret #(x,0) = 7¢” + S5¢™ .

(! (3™
8. Lat Xl = k och X2 = k At vara losningar till systemet av linjara differentialekvationer med konstanta koefficienter

-e” 2e

X' = AX.. Bestim matrisen A .
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DEL2:
11.a) Betrakta begynnelseviardesproblemet y' + 4y -x+3=0, y(xo) =0.

Bestam ett varde pa X () for vilket grafen till [osningen till begynnelsevardesproblemet
tangerar x-axeln i punkten (X 0> 0).
b)Laty =y l(x) vara en icke-trivial 1osning till differentialekvationen y "+ P(x)y =0.
Hiarled en partikuléarlosning till differentialekvationen y "+ P(x )y =f(x) giltigdar y = 0.
¢) Bestam en kontinuerlig 10sning till begynnelsevardesproblemet y’ + P(x)y =4x , y(O) =3,
( 2,0=x=<l1
dar P(x) =4 2
-——, x>1

L x

12.a) Lat en oandlig ortogonal foljd av funktioner vara given pa intervallet [a, b] .
Lat vidare y = f(x ) vara en styckvis kontinuerlig funktion pé intervallet [Cl, b] .

Bestam [ :s utveckling i den ortogonala funktionsfoljden.

, —mw<x<0 )
b) Utveckla f(x) = i funktionsfoliden {1, cosmx, sinmx}, n=1,2,3,.. m=123,.. .

7-x, Osxsm

c) Bestam seriens varde for X = 0.

E ,ast=sa+h
13. Harled utgaende fran definitionen Laplacetransformationen for funktionen fh (t ) = % h

[O ,t<a, t>a+h
Benémn denna transformation L {f h (t )} .Lat h — 0, dvs bestim gransvirdet lim L{fh(t )} .
h—0
Los slutligen begynnelsevardesproblemet y "+ 4y' +8y =f(1), y(0)=0, y '0)=2.,daf(t)= lim fh(l‘)
h—0
Omkastning av gransovergang och integration forutsittes tillaten.

14. a) Definiera begreppet fundamentalmatris.

b) Lat D vara en given fundamentalmatris till systemet X' =AX.
Bestam utgaende fran detta den konstanta matrisen A.

¢) Harled en partikularlosning till det inhomogena systemet X'=AX+F



