Losningar till tentamen 5B1209/5B1215, ”Signaler och system 1”7, 040526

la. Ekvationen &r linjar och av 1:a ordningen. Efter division med koefficienten z for
derivattermen far den formen

, 3 1
y+-y=1+5-,
x 2x
dér man avléser en integrerande faktor:

ef3/:cdx _ eBlna:(—i—C) _ [fér = O‘I _ $3‘

Multiplikation med denna ger ekvationen

1 1
x3y’+3x2y:x3+—xz<:)(x3y)/:x3+§xz,

2
varav
2y = SB3+11B2 d:v:la:‘l—i—lx?)—i—D
2 4 6 '
Begynnelsevillkoret y(—1) = 0 ger sedan
1 1 1
0O=-—=+D&D=——.
4 6 * 12
ot + 223 — 1
Alltsa Svar: y = ————
sa var: y 1523
1b. Funktionen &r odefinierad bara for x = 0 och — oo da x — 0—. Det storsta intervall
innehallande x = —1 i vilket 16sningen &r definierad &r dérfor x < 0.
Svar: x < 0.
2—t%  dalt| <1,
_ £)2 2 <
9. 2(t) = (2—1)%, dal<t<2,

(2+1)?, da —2<t<-—1,
0, da 2 < |t|.
Funktionen x(¢) dr kontinuerlig dven i ”brytpunkterna” ¢t = £1 och £2, sa den genera-
liserade derivatan overensstdmmer med den ”klassiska:
—2t, da |t] < 1,
—2(2—-1), dal<t<2,
224+t da —2<t< -1,
0, da 2 < |t
Eftersom hoger- och vénsterderivatorna i punkterna t = +1 och ¢t = £2 &r lika — de
ar F2 respektive 0 — sa ar x(t) deriverbar och a'(t) kontinuerlig ocksa i dessa punkter.
Ytterligare derivering ger:

() =

-2, da|t| <1,
2'(t) = 2, dal<|t| <2,
0, da2<|t,
som tydligen ar striackvis konstant med sprang av storleken +2, —4, +4 och —2 i punk-
terna t = —2, —1, 1 respektive 2. Av detta far man:

1



2() = 20(t +2) — 45(t + 1) + 46(t — 1) — 26(t — 2).

2b. Allmént har man att
2"(#) 25 (27 f)3 - X(f) och att §(t — a) ~ e2mial,
Anvént pa tredjederivatan i la. ger detta
2mif)? - X(f) =2e*™) —4e?m) 472 — 2074/ = 4j sindr f — 8j sin 27 f.

_ 2sin27rf —sindnf  8sinw — 4 sin2w

Varav Svar: X(f) 2 3
T

3. Pa matrisform kan systemet skrivas;

zh (8 —41 T
o, )]\ 4 -8 Ty )
Vi anvénder egenviardesmetoden. Systemets egenvirden ges av:

‘8—)\ —41

_ 2 _ _ .
4 8\ ’—O@)\ +100 =0 < A\ = +101.

Egenvektorerna som hor till egenvérdet 10i:

e v 2 T v\ _, [ 4+5i
< 4 —8—10i)(v2)—0®201 (4—1—51)1}2_0(:)(1)2)_;{( ) )

En komplex 16sning till systemet &ar déarfor:

( T ) ( 4+51 ) 101t
= (§ .
i) 2

Eftersom det givna systemet har reella koefficienter sa kommer ocksa real- och imagi-
nédrdelarna for den komplexa losningen att satisfiera ekvationen. For att kunna avlédsa
dessa skriver vi om:

4451\ q0ir 4 5 .
( 0 >e = 5 | til g (cos10t +1isin10t)
Man far:

4 5 . 4cosl0t —5sin10t
Realdelen:(2)0081025—<0)sm10t—< 9 cos10 )

o 4 . 5 _( 4sinl0t +5cos10¢
Imaginédrdelen = ( 9 ) sin10¢ + ( 0 ) cos 10t = < 96in10¢ )
Dessa bada l6sningar dr linjéart oberoende och den allménna l6sningen till ett linjart 2 x 2-
system utgors alltid av de linjiara kombinationerna av tva linjirt oberoende lésningar,

alltsa:

" A och B &r godt. konst.

Svap: 4 T1 = (4A+5B)cos10t + (—bA+4B)sinl0t
| e = 2Acos 10t - 2Bsin10t,



4a. Perioden = 1/2 = fourierutvecklingen har formen
1/4

1 = . 1 .
r(t) = —— + g cpe™m dir ¢, = 2/ (x t)+ —) e~ Amintqe,
( ) \/§ —1/4 ( ) \/5

n=—00
1

Fourierkoefficienterna, a,, for x(t) &r = ¢, for n # 0, medan ag = co — 7

Variant 1:(Direkt berékning)

1/4 . 1/4 emit _'_e—ﬂ‘jt )
Cn = 2/ cos it - e Mt = 2/ LIRS GULR 17
—1/4 —1/4 2

mj(1—4n)t

1/4
:/ (ewj(1—4n)t+e—7rj(l+4n)t) dt — l € e

—mj(1+4n)t 7 1/4
1/4 7j(1 — 4n) B 7rj(1+4n)}

—-1/4

oM/ | omin _ o= mi/A | gmmin o=/ | gmin _ omi/4 | g—min eI = T = (1),
= — — | emira _ g—mi/a —
mj(1 = 4n) mj(1 4 4n) L 2jsin T = V2j. w
(—)"V2j (1 1\ (-1)r2vE
] (1—4n+1+4n>w(1—16n2)'
Detta ger alltsa a,, for n # 0, medan

1 2v2 1 4d-n
VIoomo V2 Ver
= (~1)"2v2 4

Svar: z(t) = Z ane'™™, dir a, = (1 — 16n2)’ da n # 0 och ap = o

ag = Cy —

n=—oo

Variant 2:(Forenkling via derivering)

Funktionen z(t) &r kontinuerlig och dess derivata, som &r den 3 -periodiska fortséttningen
av

2/(t) = —msinwt,—3 <t <1,

har sprang av storleken 27 sin 2 = v/27 i punkterna t = 1 + k- 1,k heltal. Andraderi-

vatan dr da den %—periodiska fortsattningen av

2"(t) = —m? cosmt + V27 o(t — 1), -1 <t < L
d.v.s. 2t + 7 a(t) = V2ro(t — ) — I3, -1 <t <
Om a, é&r fourierseriekoeflicienterna for x(t), sa ér koefficinterna for vénster led i den
senaste likheten = ((47jn)? + 7%)a, = 72(1 — 16 n?)a,, medan fourierkoefficienterna for
funktionen i hoger led ges av

1 1/4+ ' '
T/ 9 (V2mo(t—1) - %) ceAmntqt = 20/2 1 - e TIN — L2 o[n),
2 J—1/4+

dér d[n] =1 om n = 0 och annars = 0.

Anmdrkning: Detta kan ocksa erhallas ur de generella egenskaperna hos ”fourierserietransformen”:

1
T
T-periodiska fortséttningen av §(t — a) RiEA % . e 2mina/T

155 6[n),

T-periodiska fortsidttningen av §(t) 5,



dvs. for T=1: V2ns(t—1)— = 5 9\ - emin — ”—\/255[71]

\/5
Man far
(-D"2v2
. :(—1)”2\/57—%79-5[71]: ma da n#0,
n 2(1 _ 2 4 —
m(1 —1672) T da n=0.

V2T’

4b. Att signalen z[t] &r 3-periodisk innebdr att dess spektrum bestar av heltalsmul-
tiplerna av grundfrekvensen 2 [Hz]. Den filtrerade signalen, Z(t):s, spektrum innehaller

darfor bara frekvenserna 0 och 41:
1

H1) = Y aget
n=-—1

Den bortfiltrerade medelenergin/period = totala — filtrerarade signalens energi/period:
1/4
2[ faOPde =~ (il +aof? + o)
—1/4
Héar far man

1/4 1/4 2 1/4
2/ |2 (t))*dt =2 /1/4 (cos Tt — %) dt = 2/ (cos® mt — /2 cos it + 1)dt

1/4 —~1/4

1/4 ) sin 27t sinmt]/* 1 %
:2/ (5 cos 2mt —+/2 cos wt+1)dt = 2 1 -2 +1=—--2v2X2+1

1/4 T T | 4 T 7T
3 4 —7 2 .
= 1 — — och, eftersom ag = samt a4, = ——, sa ar andelen bortfiltrerad ener-
T V2r 157
gi/period:
(4-m? 8
+2 ==
1 — 2 T~ 1 - 0,988 = 0,012
Svar: C:a 1,2%.
5. Vi har att zn| = nyn] + y[n],
1 n
dér y[n] = (Z) uln].
Generellt géller for den tidsdiskreta fouriertransformen:
a™ uln] il ;., om |a|] <1,
1 — ae—2mv
torr 1 dZi(v)
nzn] — ——
2mj  dv
1 4
Alltsa [n] oEr =

1 — le—2ﬂju - 4 — e—?ﬂjl/’
4

[n] 255 1 d 4
nytn 2rjdr \ 4 — e=2m¥



4 -1 . 4 e 2miv

Y S o | 2N A ) — ——
=T ) ) =
TDFT 4 de—?mv 16
arav 95[”] B 4 _ o-2mjv + (4 _ e—27rju)2 (4 _ e—2mr/)2
16
SV&I’: m

6a. Eftersom x(t) * p(t) Rk X(f) - P(f), dar P(f) ar p(t):s fouriertransform och vi vill
att

[ X(f), da|f] <660 och
X(f)'P(f)_{o, da |f| > 2 x 660,
sa duger P(f) = recto,(f) = L dalf] <g, med ett ¢ i intervallet 660 < g < 1320.
! 0, dal[f]>g,
Men rectaq(f) = rect1(f/(2q)) och recty(f) LN sinc(t).
Vidare géller generellt att Y(f/a) LI ay(at) om a > 0,
alltsa recta,(f) T, 2q sinc(2qt).

Svar: p(t) = 2q sinc(2qt), dar g ar en konstant i intervallet 660 < g < 1320.

6b. Om tonen med frekvens f, detekteras under ett tidsintervall av langd L, sa kommer
upplosningen A fy pa frekvenssidan att vara 1/L. Man vill i detta fall att % < 0.51073,

_ 2000
vilket alltsa innebéar att L > m 5
Den filtrerade signalen Z(t) = x(t) * p(t) &r bandbegrinsad med en bandbredd storre &n
den aktuella pipans grundtonsfrekvens fy. Om ljudet samplas med ett sampelavsténd T,

sa ges den samplade tonens transform av 7 X den f-periodiska fortsittningen av X(f):

— Z (f —n/T).

n=—0oo

For att denna i intervallet |f| < fo skall Gverensstiimma med X (f) = X (f), sa maste
% > 2 fy. For antalet sampel, N = %, far man

2000

0

N >

-2 fy = 4000.

0
Svar: Man bor sampla under ett tidsintervall av langd L minst [s]. Antalet sampel

0

bor overskrida —f > 4000.
0



