KTH Matematik
Avd Matematik

Losningar till Tentamensskrivning, Signaler och system, I,
for E2 och ME2 ( 5B1209 / 5B1215/2 ) den 23 augusti, 2004, kl.
14.00 - 19.00

Av 50p totalt: 24p, 32p respektive 40p récker for betygen 3, 4, respektive 5.

1. a. Med separation av variabler blir ekvationen

dy

PER

som integreras till
1
= C
y—1 T+
(Vid separationen av variable tappar vi den konstanta l6sningen y(z) = 1)
Efter omskrivning far vi

V=T ayc
Sétter vi in villkoret y(0) = a far via = 1 = _0+LC dvs C = 1, nér
a # 1 och 16sningen blir da:
1 1-a T—ar+a
T+ 1= r—ar+1 z—axr+1

satter vi in @ = 1 i det sista uttrycket blir det lika med ett, dvs den
konstanta 16sningen y(x) = 1 innefattas ocksé av detta uttryck. Svaret
blir

r—axr—+a

y(x):a:—aa:—l—l

b. Den konstanta lésningen y(x) = 1 som vi far nér a = 1, den &r definerad
for alla x. Nar a # 1 ar l6sningen inte definierad nér vi har noll ndmnaren
isvaretia. Dvsnarzx —arx+1=0,& 2 = ﬁ

Svar: Om a = 1 sa dr y = 1 en 16sning definerad for alla x Om a # 1 sa

finns inga sadana

2. Lat oss berikna fouriertransformen uttyckt i frekvens f. z(t) = recty *
recty (t — 1). rect; har fouriertransformen

sin(m f)

sinc(f) = ]



rect; * rect; har da fouriertransformen sinc?(f), och translation med en
enhet motsvaras att fouriertransformen multipliceras med factorn e =727/
Fouriertransformen till z(¢) blir darfor:

X(f) = e sinc?(f)

b. Fourierseriekoefficienterna for den P-periodiska utvidginingen

xp(t) = Z x(t — mP)
ar 1 "
Xp[n] = ﬁX(ﬁ)

(nér fouriertransformen &ar uttryckt i frekvens f.)
Vi far med P = 4:

an = X4[n] = iX(%) = %e_j%"sing(g) = (_i)nsincz(g)
Vi har:
Fér n = 0 géller sinc(0) = 1, vilket ger ag
For n =4k, k ej 0 géller sinc(k) = 0, vilket ger  agg
For n =4k £+ 1 géaller |sinc(k + )| = m, vilket ger  aggy1
For n = 4k + 2 géller |sinc(k + 1)| = m, vilket ger  a4x12

(Kommentar. Med en alternativ definition av fourierseriekoefficienten:

Xpl) = X(%5). )

. Vi finner forst egenvardena till det homogena systemet.

1-x 1
<4 1_)\):(1—)\)(1—>\)—1~4:/\2—2)\—3:0.

for A=3 och A = -1
Egenvektor for A = 3:

ger egenvektorn

Egenvektor for A = —1:

— 1

:O‘,

+(=4)

T 2n2(2k+1)2

-1

= T2(2k+1)2



ger egenvektorn

(m)=(%)

Den allménna losningen till det homogena systemet ar:
.’1?1(t> . Cle?’t + Cge_t
l‘g(t) - QClegt — QCge_t

b. Vi ansatter en partikulédr 16sning till den inhomogena ekvationen:

(o )= () + (3)

Insatt 1 differentialekvations far vi:

() o (§) e (40, ) - (4, ) -
= (0)+(1)

Vilket leder till ekvationssystemet

—3a—-b=1
—40—-3b=0
—c—d=0
—4c—d=1

1

5sni —_3 p=4 _-_1 =1
Med 16sning a = —5, b=, c=—3 och d= 3

Det inhomogena systemet har den allménna 16sningen:

z1(t) \ _ [ Ci1e¥ + Coe™t — 2e72 — 1
za(t) ) T\ 201% — 2007t 4 de2 1
c. Vi sétter in ¢t = 0 och far da:
3 1

0:961(0):01-1-02—3—5

Om l6sningen ska vara begénsad pa intervallet [0, 00] s& maste C; = 0

eftersom €% — oo da t — oo, vilket da medfor att Co = % + % =4
Losningen blir darfor:

5
14—t _ 3 .- 1
(xl(t))_< e t_gth_§>
t o 28 — 4,2 1
x2( ) — ﬁe t —+ ge t -+ 3
. a. Om y[n] &r reell och y[n] = y[—n] for alla n sa blir TDFT:n reell.
alternativ vi kan skriva ut detta explicit:

oo

Y(f) = _ylnle ™™ = y[0] + 2 y[n] cos(2mnf)

1



vilket ar reellt.
b. Vi anvander oss formeln fér summan av en geometrisk serie:

- 1

E r’ = nér |r| <1
1—7r

n=0

Vi utnyttjar att /2™ 4 e72™f = 2Re(e/2™f).
Y(f) =37 ynlerr™f =
2Re (Y00, 3~ (2h+1Dei2n(2b+1F) 4 (2Re (52, 3~ %e/2m2kf) — 1) = [ 4 IT
Det forsta termen (summan med udda n) blir

2 — k2 e~ 2mif 6e—2mif 24 cos(4m f)
I=ZR —2myj 32 —4njf — ZR _ —R -
3o ,;O (3%e™) = Re Ty = Reg— =7 = = 9 eos(dn )

Den andra termen (summan 6ver jamna n) blir

IT= 2Re (> °27%ei?m2k/) — 1 = Re (71_§.74ﬂf) -1=
8 __ 32—8cos(4rf) _ 15
Re (4—6-74"<f) —1= 1778225(47rf) - 1= 17—8 cos(4n f)

Légger vi samman I och II far vi svaret

24 cos(4n f) 15

Y pr—
() 41 — 9cos(4r f) + 17 — 8 cos(4n f)
. Vi berdknar det kvadratiska medelviardet M och fourierkoefficienterna
1 [7 ,
=— t)e IFdt
W =5 » f(t)e
Vi far: . )
1 [7 1 [ 18]
M=_— |t\2dt=—/t2dt=— =L
2m J_ T Jo T3], 3
1 [7 1 [ 172"«
= tdt== [ tdt==|=| ==
“= o _W|| 7r/0 7T|:2:|0 2’
och for k£ > 0
ar = 5= [ |tle Ik dt =1 [Ttcos(kt)dt =
1 sin(kt) i 1 7 sin(kt) _ 1 [—coskt]™ 1 (=1)k-1
?[tT} — 2o Bdt =02 [=FH]) =1

Eftersom f ar en jamn funktion har vi a_; = ay.
Observera att forutom for ag ar ay # 0 endast for udda k = 2n + 1.
Vi skriver

N
fn=> ape™
k=N



Vi har da det kvadratiska medelfelet

N
E=M- Y |a
k=—N

vilket ska vara mindre dn 1 procent av M. Dvs.
(N-1)/2] 2
s s 2 4 us
————— — < 0.01—
3 4 7 T; (2n + 1)4 3

ska vara uppfyllt.Olikheten kan skrivas om
(N-1)/2]
24 > 0.247*
nZ::o 2n+1)3 i

dvs
(N-1)/2]

4
(Har ar [(N — 1)/2] storsta heltal < (N —1)/2)
Eftersom 97 < 7 < 98, (med kalkulator) #r hogerledet mindre #n 0.98
Med N = 1 blir vanstra sidan lika med 1 och olikheten blir uppfylld. b.
Insdttning i den trigonometriska summa fy ovan med N = 1:

T 2 2 T 4

_ — Jjt —Jjt _
fNn=ag+ae;+a_1e_j;=—-——e'——e7"=— — —cos(t
7 J 2 0w T 2 0w (*)

- Den samplade signalen Z[n] = () har den periodiska fouriertransformen
5 1
XN -5 ; X(f = mf)

dar fs = 560 ar samplingsfrekvensen och perioden P = fi

Alla frekvenser utom frekvenserna |f| < 200 filtreras bort. Den ursprung-
liga signalen har frekvenserna g = 4700, £750, och £800 dvs vi soker
frekvenser f , med |f| < 200 sa att f = g — mfs = g — 560m {6r nagot
heltal m.

For g = 700 sa blir f = 140 féor m =1,

for g = 750 sa blir f = 190 for m =1

de enda mdjliga frekvenserna.

For g = 800 och med m = 1 blir f = 240 och for med m = 2 blir f = —320
bada utanfor intervallet | f| < 200, och dessa var de frekvenser som ligger
nérmast, det finns darfor inga andra heller.

Med motvarande negativa frekvenser g ger motsvarande frekvenser f med
motsatt tecken.

Svaret blir: frekvensinnehallet &ar frekvenserna f = 140Hz och f = 190Hz.
(De negativa frekvensera ar en del av symmetrien eftersom signalen Ar
reell och brukar oftast darfor inte anges.)



