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KTH Matematik

Svar och 16sningsforslag till Tentamensskrivning 5B1212
Differentialekvationer och transformer III. Onsdag 17/12 2003

1. Ekvationen &r linjér. Integrerande faktor ges av
— efsintdt — e—cost‘

7
Ledvis multiplikation med p ger

e costyl + (SiIl t)ei costy — (sin t)e* cost'

Vénster led &r nu som sig bor precis 7 uy, dvs.

d
E(efcosty) — (sin t)efcost
som ger 0ss
(e—costy) — /e_COStsintdt — e—cost +C
sa
y(t) = 1+ Ce*™",
Initialvillkoret ger att 0 = y(0) =1+ Ce**° =1+ Cesa C = —e'.

Svar: y(t) = 1 — e 'teos?

2. Vi loser forst motsvarande homogen ekvation. Den har karraktéristisk ekvation
r?=2r+1=0

som har en dubblrot 7 = 1. Vi far den homogena l6sningen yp,(x) = Ae® + Bxe®.
Vi bestdmmer nu en partikuldrlosning med s.k. variarion av parameterar, dvs. vi
soker en 16sning pa formen y, = w1y + usys dir y;(x) = €® och yo(z) = ze”.
Enligt ként resultat fas u; och us fran ekvationerna

uy = —v2f och  u)y= nt
1 W 2 W 7
dar f(x) ar hogerledet f(x) = e®/x och W &r Wrosnkideterminanten
oy Y| € zet | oy
W(y1,y2) - yi yé T et eT + ze® - .
Foljsaktligen &r
—ze’ -e’/x
u'1:27/:—1 s&  up=-—I
e2x
och "y
, €¥-€e'/x .
Uy = ——F—— =1/ sa Uy = In |z
e Y »=1nlal
och vi far

Yp(z) = —ze” 4+ ze® In |z
1



2

dér vi kan stryka den forsta termen eftersom den dr en homogen 16sning.

Svar: y(z) = yp(x) + yp(z) = (A+ Bz + zln |z])e®

3. Systemets matris ar trianguldr vilket medfor arr egenvidena ges av diagonale-
lementen, sa egenvéidrena ar A\; = 2 och Ay = —1.

Till Ay = 2 finner ar en egenvektor K; en icke-triviallosning l6sning till det
homogena ekvatiosnsystem som har koefficientmatris

0 1
0 -3
sa vi kan vilja K; = (1,0).
En egenvektor K, hérande till Ay = —1 fas som en ick.triviallosning till systemet

med matris
31
00
Vi viljer Ky = (1, -3).

Den allméina homogena 16sningen ges alltsa av X (t) = C; (é) e?t + O, (_13> e t.

Initialvillkoret ger att X(0) = C (é) + Cy (_13) = (g) vilket implicerar att
—Cl = 02 = —2.

Svar: X (1) = (g) ¢ 1 (_62) et

4. Sétt y = 2’ sd att y' = 2" = {enligt den givna ekvationen} = 1 — 2’ — z? =
1 —y — 2%. Detta ger systemet
)
2

z' P(z,y
y =Qy)=1-y-uz
Vi bestdmmer kritiska punkter: P(z,y) =0 = y = 0. Insatt i Q(z,y) = 0 ger

detta att © = £1, sa (1,0) och (—1,0) &r de enda kritiska punkterna.
For att avgora stabiliteten berdknar vi Jacobimatrisen

o= (35 35 -3 )

med spar 7 = —1 < 0, determinant A = 2 > 0 och

=Yy
=1

0
J(la 0) - —2 _1
72 —4A = -7 < 0, sa (1,0) &r en stabil spiral.

J(—=1,0) = ((2) _11> determinant A = —2 < 0 sa (—1,0) &r en sadelpunkt.

Svar: (1,0) &r en stabil spiral och (—1,0) &r en sadelpunkt, och &r dérmed instabil.
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5. Vi berdknar Fourierserien F),(x) for h(z) = = pa det angivna intervallet. Den
sokta Fourierserien Fy(z) fas sedan som Fy(z) = Fj(x) — 1.
Da h(z) #r en udda funktion &r Fy(x) = > ", b, sin 2nz dir

4 71'/2
bn:_/ x51n2nxd$:{U:$ V:—%dU:dm dV:SIH2TL$d.’£}
™ Jo
4 cos 2nz|™? 4/”/2 cos 2nz 27 (="
== |-z — dr = ———cosnm = .
T 2n |, T Jo 2n nm 2 n

2 ; i
/ —Cozim dz = 0 eftersom intgrationen sker

Den niist sista likheten foljer da int,
over ett helt antal perioder.

Vi far alltsa

B = Y S
= sin
h(z 2 nx
och
N
Fp(z) =—-1+ Z sin 2nx.
n=1
Svar: Fy(z) 1+§:(_1)n+1 in 2
var: Fy(z) = — ~———sin 2nx.
! n=1 n

6. Vi soker 16sningar pa formen u(x,t) = X (z)7T'(t). Detta medfor att
Uge(2,t) = X"(2)T(t)  och  w(z,t) = X(x)T'(¢).

Den givna ekvationen 6vergar i

cX"T = XT'
—
XII 1 TI
S auby e {V.L oberoende av ¢, H.L. oberoende av z} = konstant = .
c
For X (z) ger det ekvationen
X" —4X =0
som har reella trigonometriska lésningar omm vy = —\? < 0. Dessa blir da

X(z) = Acos Az + Bsin Az.
Med v = —\? < 0 far vi for T ekvationen
T 4+ cA\T =0 — T(t) = Ce N,

Vi far u(z, t) = X (2)T(t) = e (a.cos Az + bsin \z), dir a och b &r godtyckliga
reella konstanter.

—eNt (acos A\x + bsin\z), a,b,e R0O#N€ER

(A = 0 ger en linjir funktion X, som till néds kan betraktas som en degenererad
trigonometrisk funktion).

Svar: u(z,t) =e
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. z
a) Fixpunkter ges av icke-negativa l6sningar till f(z) = z, dvs. x = kl et Vi
z

ser omedlbart z = 0 dr en 16sning for alla k. Om z # 0 far vi
?+1=Fk x>0 <<= z=Vk—1.

For k£ < 1 ar den 16sning ej reell, for £ = 1 sammanfaller den med 16sningen
x =0, och for £ > 1 ar detta en andra reell positiv fixpunkt.

b) Ett tillrickligt villkor for att en fixpunkt & = p skall vara stabil dr att

|f'(p)| < 1. Vi beriiknar f'(p)

1-(1+2*) -2z -x 1—x?
! = k‘ - k
f@ (1 + a2)2 (1 + 22)2
Detta ger att
f0)=k

sa x = 0 ar stabil om k < 1. For £ > 1 4r z = 0 instabil, vi har i detta fall en
andra fikpunkt att beakta:

1-(Wk—-1?*  2—k 2-k
G+ WE=1pp R R
Alltsééirxzx/k—lstabilom‘%‘<1, dvs. om

fVE=T) =

2_
—1<Tk<1 — —k<2-k<k <= 0<2<2k

som ar uppfyllt for alla & > 1.

1— 2
c) For k =1 ar f'(z) = 73;2)2 sa f'(0) =1 och f'(z) < 1 for alla z > 0.

1+z

Det innebir att grafen y (: f(z) tangerar linjen y = z i Origo, och fér z > 0
sa ligger y = f(z) under linjen y = z. Grafisk iteration (Rita figur!) ger att
limy, o f™(x9) = 0 for alla zy > 0, dvs z = 0 &r en globalt attrakiv fixpunkt, och
oberoende av ionitialpopulationens storlek sa dér populationen ut.

Svar: For 0 < k < 1 ar £ = 0 den enda fixpunkten och den ar stabil. For k& > 1
finns det tva fixpunkter: z = 0 (instabil) och = vk — 1 (stabil). For £ = 1
ar r = 0 den enda fixpunkten, som i detta fall &r attraktiv och attraherar
samtliga initialvirden. Populationen dor ut obereiende av initialpopulationens
storlek.

8. a) Systemets matris har egenvirden A som uppfyller
N—8A4+20=0 < A\=4+2i
. Man berdknar en komplex egenvektor hoérande till A = 4 + 21 till
-1 -1 . (0
K= <1+2¢) = ( 1 ) “(2)'

Detta ger (se ldroboken)

Svar: X (t) = e* (01 { (_11> cos 2t — (g) sin Zt} + ¢ { (g) cos 2t + (_11> sin Qt}) .




b) Se ldaroboken

9.

d
a) Staionira losningar fas som losningar till d—:; = 0 som ger z = 0 och x = 5.
Riktingsfiltsanalys (Rita figur!) ger att = 0 &r instabil och z = 5 &r stabil.

b) Vi bestdmmer forst kritiska punkter. d_:; = 0 medf6r att z =0 och x =5, och

d
insatt i 22 =0 ger det i biagge fallen att y = 0. Vi har alltsa tva kritiska punkter
(0,0) och (5,0).
Jacobimatrisen beriknas till

J(z.y) = (5—295 0 )

Y z—1
Detta ger att

J(0,0) = (g _01) = (0,0) dr en sadelpunkt

och

J(5,0) = <_05 2) = (5,0) dr en ocksa en sadelpunkt.

Vi observerar sedan att
e x(t) = 0 uppfyller den forsta ekvationen, och att den andra ekvationen da

lyder d—zz = —y sa att y(t) = Ce™" i detta fall. Detta ger 16sningskurvor

langs y-axeln som gar mot (0,0) da ¢t — oo.
e z(t) = 5 uppfyller den forsta ekvationen, och att den andra ekvationen

. d . : .
da lyder d—? = 4y sa att y(t) = De' i detta fall. Detta ger 16sningskurvor
langs linjen z = 5 som gar mot (5,0) da ¢t — —oc.

e y(t) = 0 uppfyller den andra ekvationen, och att z(¢) helt styrs av den
forsta ekvationen. Detta ger ett fasportrétt pa z-axeln enligt deluppgift
a)

e detta visar precis hur de “inatgaende” och de “utatgaende” kurvorna fran
de sadelpunkterna ser ut (Rita figur!).

For att gora analysen fullsténdig kan vi vidare konstatera att

d d
e Pa linjen z = 1 giller att d—y = 0 och att d_x # 0. Detta betydr att

16sningskurvor som korsar linjen z = 1 goér det med horisontell tangent.
e zy-planet delas in atta sektorer av linjernax =0,z =1, z = 5 och y = 0.

x . .
I var och en av dessa har pr och d—i{ konstant tecken, vi kan i var och en av

sektorerna saga om losningskurvor gar i vixande/avtagande z- repektive
y-riktning.
e Sammanstéll nu detta till en figur!
c) Vi ser att ekvationen for r &r identisk med ekvationen i deluppgift a).
Av detta foljer att r = 0 dr en instabil stationér 16sning, dvs. origo (z,y) = (0,0)
ir en instabil stationéir punkt (vinkelvariabeln @ spelar ingen roll i detta fall).
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Om 7 > 0 kommer 7(t) att attraheras av den stabila stationéra losningen r = 5
och ekvationen for 0 kan direkt integreras till 6(t) = —t + 6. Detta betyder att

e alla l6sningar dér r # 0 roterar medurs med konstant vinkelhastighet

e cirkeln 7 = 5 &r en sluten losningskurva, dr 16sningarna roterar medurs

e losningskurvor med r # 0,5 bildar spiraler som roterar in mot/ ut mot
cirkeln 7 = 5. Rita figur!

10.
a)

flz)=F ' {F(a)} = L /_OO F(a)e ™ da = L e do

21 J_ o 21 )

U=a V = _ gTiaw 1 e—iox 1 1 1 e—tox
- {dU: do dV :e_i"‘lmmda} = omi [_O‘ i L Tomi ) T

1 a1l 1 ! > 1 ozl 1 —iaz]!

- o - _ ar g — = iax 4+ :
2rx [oe ]_1+ 2rx J_q ¢ “= o [ae Ll 2nx [ i } )

_ 1 —iaz]l 1 —iaz]! _ 1 —iT % —iT T
21z [ae ]_1 2mix? [6 ]_1 2z (6 te ) + 2miz? (e ¢ )

1 . rcosxy —sinx
= %2 cosx + m,xQ(—Qz sinzx) = —

b) Vi vet att F{f'(z)} = —iaF {f(z)} = —iaF(a). Det fsljer att
4 —-l<a<l1
FLM"@)} = (—ia)® Fla) = id®F(a) = & )
(@)} = (mie)' Flo) = ia®Pla) = 40
_ xcosx —sinz 4

o -1<ax<l1
0 for 6vrigt '

Svar: a)  f() 5 b) F{f"(x)}= {

™™




