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Tentamen och 16sningsforslag for
5B1215 Komplexa funktioner for ME, 04-10-13.

Hjalpmedel: BETA.
Varje uppgift ger maximalt 3 poang.

Om lappskrivning j ar godkénd (dar j = 1 eller 2), sa fas automatiskt
3 poéng pa uppgift j.

Betygsgranser: 9-11 poang ger betyget 3, 12-14 poang ger betyget 4,
och 15-18 poang ger betyget 5.

. Bestdam bilden av det horisontella bandet {z € C |1 < Imz < 2} under

avbildningen w = 2.

Losning: u+iv = w = 2° = (v +iy)? = 22 — y* + i - 22y visar att

u = z* —y? och v = 2xy. For fixt y blir z = v/2y, sa att

Da y = 1 och z vaxer fran —oo till co &r u = v?/4 — 1 och v = 2z, som
vaxer fran —oo till co.

Da y = 2 och x avtar fran oo till —oco dr u = v?/16 — 4 och v = 4z,
som avtar fran oo till —oo.

Hogerhandsregeln visar sedan att bildomradet blir omradet mellan des-
sa parabler, det vill saga

2 2

v v
-4+ — -1+ —.
—|—16<u< —|—4



2. Hdarled en formel for w = arctanz genom att losa ut w ur ekvationen
z =tanw. Mera specifikt: visa att arctan z kan skrivas som en lamplig
konstant ganger sammansattningen av logaritmfunktionen och en wviss
rationell funktion.

Losning:
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3. Berdkna alla varden som
f(2) = (1+iV3)°

antar da z = 1, och ange dessa varden pa formen a4 ib, ddr a och b dr
reella tal.

Loosning:
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4. Bestdm en konform avbildning av vinkelomradet {z € C | 0 < argz <
7/6} pa enhetsskivan {w € C | |w| < 1}.

Losning: Avbilda forst vinkelomradet pa 6vre halvplanet genom z —
2%, och sedan 6vre halvplanet pa enhetsskivan t.ex. genom att skicka
spegelpunkterna ¢ och —¢ till 0 respektive oo med en Mobiusfunktion,

d.v.s. .
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5. Bestam en funktion g(x,y) definierad i dvre halvplanet {(x,y) € R? |
y > 0} som uppfyller

0%g 0%

@vLa—yQ:O for y >0, och
3 da —oo<uz< -2,

g(x,0) =< -5 da —2<ux<d4, for y=0.
7 da 4 <z < oo,

Losning: Det standardforfarande som beskrivs i kompendiet visar att
man far en losning genom
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6. Bestam en losning g(x,y) till féljande randvdrdesproblem fér Laplace-
operatorn:
0%g | Py o 2 2
ﬁ+8—y2:0 da y>0ocha®+ (y—1)° > 1,
g(x,y) =0 da y=0ochax#0,
glz,y)=1 da 2>+ (y—1)>=1o0ch x #0.

Ledning: De bada "randcirklarna” har origo som gemensam punkt. Om
denna skickas till oo med en Mobiusfunktion, sa avbildas bada "rand-
cirklarna” pa rata linjer, och bildomradet blir sa enkelt att man inser
en enkel ansats for losningen till motsvarande problem ddar.

Lésning: Vi anvander den justa ledningen och sétter w = 1/z. Da
kommer den reella axeln att avbildas pa sig sjalv, fast med omvénd
orientering: x véaxer <= 1/x avtar. For att se vilken rit linje
som cirkeln {z? + (y — 1)? + 1} avbildas pa sétter vi in tva punkter:
z=2i=w=1/z=—if2ochz=1+i=w=1/2=1/2—1i/2. Om
vi gar runt cirkeln medsols sa ser vi att bilden blir linjen Imw = —1/2,
genomlopt fran véanster till hoger. Hogerhandsregeln visar darpa att
bildomradet blir {—1/2 < Imw < 0}. Randvérdena blir: g = 0 pa
{v=0}ochg=1pa{v=-1/2}.



Losningsansats: g = av + b, dar a och b bestams av

v=0: 0=,
v=-1/2: 1=a(-1/2)+0=0a= -2,

varfor ¢ = —2v. Hér &ar v lika med imagindrdelen av 1/z:
r 1 r—1y  r—1y
2wty x—iy a2+ y?
sa att
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