Institutionen fér Matematik, KTH,
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Tentamen och l6sningsforslag till
5B1215 Partiella differentialekvationer for ME2, 04—08—-20.

Hjalpmedel: BETA (och ingenting annat).

Har du fatt minst 4 poéng tillsammans pa hemtalen 2k — 1 och 2k (dér
k= 1,2 eller 3), sa har du darmed klarat tal & nedan.

Man kan fa maximalt 20 podng pa denna skrivning.

Poanggranser: 11-13 poang ger betyget 3, 14-17 poédng ger betyget 4, och
18-20 poang ger betyget 5.

Lés foljande 1-dimensionella vagekvation:

Pu  0%u
PDE W:@’ 0<x<77,t>0,
RV u(0,t) = u(m,t) =0, t>0,
BV1 w(z,0)=2sinz—7sin3z+5sin7z, 0<z<m,
0
BV 2 a—?(m,O) =0, O<z<m  (3p)

Lésning: Enligt sidan 97 i laroboken ger PDE + RV +BV 2 att

oo
u(z,t) = Z by, sin nx cos nt.

n=1

BV 1 visar sedan att
2sinz — 7sin3z + 5sin 72 = u(z,0) = Z b, sinnz,
n=1

sa att by = 2, b3 = —7, by = 5, medan Ovriga b, ar lika med 0.
SVAR: u(x,t) = 2sinx cost — 7sin 3z cos 3t + 5sin 7x cos 7t.

Lat m vara ett fizt positivt heltal. Bestam allmdnna losningen till differ-
entialekvationen

2y’ — (x +m)y +my =0,

och visa speciellt att man som en av de tva linedrt oberoende l6sningarna
kan vdlja ett polynom. (3p)



Lésning: Eftersom x = 0 ar en reguljart singular punkt sa gor vi Frobeni-
usansatsen y = >~ a,z"t" med ag # 0. Harur fas att

o] o0
y = Z an(n+r)z"™ 1 och oy’ = Z an(n+7r)(n+r—1)z" "2
inséttes detta i differentialekvationen far vi

Zann—i—r)(n—i—r—l nr—l Zann+ "t

n=0 n=0
- g man(n 4+ )z 4 g ma,z™T" = 0.
n=0

Genom att byta summationsindexet n mot n—1 i den andra och den fjarde
summan kan detta istéllet skrivas som

aglr(r —1) — mr]
+ Z (anl(n+7r)(n+r—1)—mn+7r)] —ap_1(n—1+7r—m))z"t" !

varur man far att
r(r—1—m)=0 (eftersom ag # 0),
an(n+r)n+r—1—-m)—ap_1(n+r—1—m)=0 dan>1.

Den forsta ekvationen visar att » = 0 eller » = 1+ m; lat oss titta pa fallet
r = 0! I sa fall siger den andra ekvationen att

an-n-(n—1—m)=ap, -(n—1—m) dan>1
Da n # 14 m kan vi forkorta bort faktorn (n — 1 — m) och far

1
p = —ap—1 forn=12..mm+2,m-+3,....
n

Vi far foljande tre fall:

(a)
1 1 1
1<n<m=a,=—-a,_1= Up—2 = = —0a0;
n nn—1 n

eftersom 0! = 1 géller detta dven da n = 0.
(b) n=14m = ams1-0=ay 0= ayy1 dr godtycklig.

()

1 1 1
n>m+1=a,=—a,_1 =— Ap_1 =
n nn—1
1 (m+1)
= Am Qm
nn—1)...(m+1) ™ n! 1

:07



Med A = ag och B = (m + 1)!a;, 41 far vi darfor
1 1

an:A-—‘ dan=0,1,....,m ochan:B-—' dan=m+1m+2,...,
n! n!

vilket ger den allménna losningen

T iL’Q ™ merl xm+2
a1+ 24T Y ) 4B ).
v (*1!*21+ m!)+ <(m+1)!+(m+2)!+ >

A =1 och B =0 ger polynomlésningen

medan A = B =1 (t. ex. ) ger 16sningen

(oo} n

yo(x) = Z % =e".

n=0

SVAR: y(z) = C1 - S %1 + Cs - e®, déir Oy och Cp dr godtyckliga
konstanter.

. Berdkna den allménna losningen till féljande differentialekvation dat > 0:

0 dat<?2
"_ . _ >4 3
gy {t2 dit> 2. (3p)

Lésning: Laplacetransformering av y” —y = (t — 2)0(¢t — 2) ger

s2Y (s) — sy(0) — y/(0) = Y (5) = e—sslw

varur man l6ser ut Y'(s) till
1 1
/ 0 —S .
+y()8271+6 s2(s2 —1)

Allt hér hittas i BETA utom den allra sista kvoten. Partialbraksuppdel-
ning ger emellertid att

Y (s) =y(0)

s2—1

1 1

w(x—1) z-1 =z

vilket med x = s? ger
1 1 1

s2(s2—1) s2—1 2

I och med detta kan man nu tillbakatransformera Y (s) till y(¢) med hjalp
av formlerna i BETA, och far da féljande

SVAR: y(t) = y(0) - cosht + 3/ (0) - sinh ¢ + (sin(t — 2) — (t — 2)) 6(¢t — 2),
dér y(0) och ' (0) &r godtyckliga konstanter.



4. Syftet med uppgifterna 4—6 dr att bestdmma energinivaerna for den kvant-
harmoniska oscillatorn i en rumsvariabel. Utgangspunkten dar den tids-
oberoende Schriodingerekvationen

n? ,  ka?
_ Mo g.
om” T3 b

dir E = energien och u € L*(—o0,00). Om man infér den nya variabeln

] km
y= =5 T,

h2
sa omvandlas denna ekvation till
du

e +y%u = \u,

dir A = 2E/hw, med w = /k/m. Uttryckt i A ges alltsa energien av
E=1.
2

Fér att forenkla denna differentialekvation infor man den nya beroende

variabeln w(y) genom
u(y) = w(y)e /2,
Visa att w(y) € Li_y2(—oo,oo) och att w(y) satisfierar differentialekva-
tionen
w” = 2yw + (A —1)w =0.

Visa vidare att denna kan skrivas pa Sturm-Liouvilleformen
(VW)Y +A—1e¥w=0, —oo<y< oo

Om vi som randvillkor kraver att w(y) dr sa vdluppfostrad da y — too att
w € szyz(—oo,oo), sa far vi ett singulart Sturm-Liouvilleproblem med

diskreta egevdrden. (3p)

Lésning: Forst ser vi att
oo o0 5
u € L*(—00,00) <= / u?(y) dy < oo = / w?(y) - e Y dy < oo
—00 —00
= we L§7y2 (=00, 0).
Sedan noterar vi att
u=w-e Vs =w eV oy eV = (= yw)e V2 =
W =0 e—y2/2 _ow' - Y- e Y2/2 _ . €7y2/2 +w- y2 . 67y2/2
= (w" - 2yw’ —w + y2w)e*y2/2.

Insatt i —u” + y%u = Au ger detta att w”’ — 2yw’ — w + y?>w — y?w = = w
eller
w’ = 2yw' + (A —1)w = 0.



Om man berdknar derivatan i forsta termen i den angivna Sturm-Liou-
villeekvationen far man

w'e ™ —2yuw'e™ + (A —Nwe ¥ =0,

som uppenbarligen &ar ekvivalent med ovanstaende differentialekvation.

Tillsammans med villkoret w € Li_yQ (—00,00) far vi darmed ett Sturm-
Liouvilleproblem, som tvingar egenvardet A — 1 att anta vissa diskreta
véarden — som i sin tur bestdmmer energinivaerna.

. Lés differentialekvationen
w’ =2yw + (A= 1w =0

genom potensserieansatsen w = E;io a; Yy, och visa speciellt att allmdinna
losningen kan skrivas som en summa av en jimn och en udda funktion:

w=ap- (L+ (. )@+ (. )y +.. ) +ar- (y+ () +...)
= Wjsmn + Wydda-
Det atestar att avgora vilka av losningarna ovan som uppfyller randvill-

koren w € Li_yz (—00,00) @ £oo. Lat oss t.ex. betrakta Wigmn (Wudda
behandlas analogt).

Visa att om Wjgmn dr en odndlig serie, sd blir forhallandet mellan tvd pa

varandra féljande koefficienter
a2n

a2(n—1)

1 ..
~ — for stora n,
n

och slut hdrur att Wigmn = v’ . Kan dd Wjgmn € L?_ ,(—00,00)?  (4p)

e~y

Lésning: Insattning av
oo oo oo
w=ay s w =Y iy 0" =Y aj(i - Dy’
Jj=0 Jj=0 Jj=2
i differentialekvationen ger
) o0 oo
> aiG -y =Y 205557 + > (A= Dajy’ = 0.
Jj=2 Jj=0 Jj=0

Genom att byta summationsindexet j mot j + 2 i den forsta summan far
man

D (@42 +2)G +1) —a; (25 — A= 1))y’ =0,
j=0

J:
vilket i sin tur ger att

2j —A+1
Qj42 = (

——————a; forj>0.
j+2)G+1)



Lat oss sétta in nagra olika j-varden:

1—A

j:Oéangao,
) 5—M\ 5-=XN(1-2)) . . )
j=2=a4= 4.3a2: Al ap, och sa vidare;
1 3= 3=
J=l=a3= 3~2a1_Ta1’

7T—A 7T—NB8 =X
j=3=a5= 5 4a3:( ;(' )al, och sa vidare.

Eftersom rekursionsformeln stegar 2 steg — fran j till j + 2 — inses att
agn = (...)ag och agu41=(..)ag forn=0,1,2,....
Vi kan dérmed skriva var 16sning som

wy)=ao- L+ (. )P+ )y +. ) +ar- (y+ () +()y°)
:wjéimn_’_wudda-

Om vi sdtter a; = 0 sa blir
_ _ 2 4
W = Wjzmn = G0 + a2y~ + a4y +....

Antag nu att odndligt manga av koefficienterna ovan ar skilda fran noll!
Med j = 2(n — 1) i rekursionsformeln ovan fas

dn—1)— A+ 1a
2n-(2n —1) 2(n=1);

A2n =

sa att

Qo _4n(17%)_ 11— 382

as(no1)  4n2(1—2L) n 1-

Déarmed blir

1 1
A2 X =+ Ag(n_1) & — -
2n n 2(n—1) n on_1

ao o .
Ao(n—g) R+~ da n ar stort,
n

vilket innebér att

2 2\2 2\3
v, W) W) 2
wjamn%ao(l-&-ﬁ—f— o1 + 3] +... ] =ag-¢e¥.

Déarmed fas

sl 22 ~ a3 [

—0Q0

o0 oo

2V eV’ dy = a%/ eV dy + oo,

— 00

$& Vart wizmn tillhor definitivt inte Li_yz (—00, 00).



6. Slutsatsen av ovanstaende dverliggningar blir att w(y) uppfyller rand-
villkoren bara om w ar ett polynom. Visa hur detta krav sedan bestdm-
mer de mdjliga virdena pa A — wvilka i sin tur bestimmer de olika en-
erginivaerna. Ange till slut de senare! (4p)

Losning: Fran foregaende uppgift inses att enda mojligheten att fa en l6sning
w € Lz_y2 (—00,00) &r att bara dndligt manga koefficienter dr skilda fran 0. Sa
fér nagot n maste

2n —A+1
0=an2= )ana

(n+2)(n+1

vilket betyder att
A=2n+1.

Lat oss betrakta fallen n ar udda, respektive jamn.

(1) n = udda tal : S&tt ag = 0, sa att wjzmn = 0. Fran rekursionsformeln foljer
att inte bara a,42 utan dven a,i4 = anyg = ... ar lika med noll, sa att bara
a1, as, as, ..., G, ar skilda fran noll. Da blir

W = Wyada = a1y + azy® + ... apy™ = polynom av graden n.

(2) n = jamnt tal : Med a3 = 0 blir bara ag, ag, ...a, skilda fran noll, sa att
16sningen blir

W = Wijzmn = Ao + asy® + -+ apy™ = polynom av graden n.
Med lampligt valda varden pa a; respektive ag fas pa detta sidtt de sa kallade
Hermitepolynomen — se BETA!
SLUTSATS: X kan bara anta virdena A\, = 2n+ 1 fér n = 0,1,2,..., vilket

innebér att de tillatna energinivaerna ges av

fw 1
En:7~)\n:hw<n+§), férn:O,1,2,-~-~



