Matematiska Institutionen
KTH

Losningar till tentamensskrivning pa kursen Algebra och Kombinatorik for F3, 5B1302,
onsdagen den 8 januari 2003.

1. Ansétt, enligt receptet i kinesiska restsatsmetoden,
r=a-35-61+0b0-27-61+c¢-27-35+mn-27-35-61.
Rékna modulo 27, 35 och 61. Man far ekvationerna
4 =97 2a, 28 =35 2b, 1 =61 —3lc.
Detta ger att a =2, b =14 och ¢ = —2. Sa
SVAR: x=2-35-61+14-27-61—2-27-35+n-27-35-61 = 26438 + n - 57645
b) (2p) Bestdm ett tal z, 0 < z < 1010, sadant att

40829 = 2 (mod 1010)

2.Dan =143 = 11-13 sa m = (11 — 1) - (13 — 1) = 120. RSA-parametrarna d och e sa-
tisfierar da e - d =199 1. Da e = 11 ger t ex en enkel prévning att d = 11. Om E(k) = 2 sa
k= D(E(k)) = D(2) = 2! = 46 i ringen Zy43

SVAR: 46.

3. Valenssumman 1 +1+1+1+4+14+3+ 2+ 244+ 4 = 20 vilket ger att antalet kanter i grafen
ar 10. I ett trad géller alltid att antalet kanter dr ett mindre &n antalet noder. Men antalet noder
var 10.

4. a) SVAR: Multinomialkoefficienten

8
=252
(2,272,2) 520

b) (2p) Hur méanga av orden ovan innehaller inte nidgon av kombinationerna aa, bb, cc eller dd.
Vi anvinder metoden med inklusion och exklusion. Lat A beteckna méngden ord som innehaller
kombinationen aa och motsvarande for mangderna B, C' och D.

Det sokta svaret ges av

2520 — |[AUBUC U D|



dar, enligt inklusion exklusionen,
|[AUBUCUD| = (JA|+|B|+|C|+|D|)—(JANB|+|ANC|+|AND|+|BNC|+|BND|+|CND|)+

(|[ANBNC|+|ANBND|+|ANCND|+|BNnCnND|)—|AnBNCND|.

Nér vi gor vara berdkningar kan vi vid behof tdnka oss bokstdverna a och a ihopklistrade till
bokstaven aa, och likadant fér b, ¢ och d. Da far man som ovan

7
A|=|B|=|0|=|D|=( )=63o

1,2,2,2
AnBl=...—jlcnpl=(. ° )=1s0
S - \1,1,2,2)
ANBAC|=...=|BncnD|=(. ° ) =60
S TA\1,1,1,2)

IANBNCND| =4 =24,
Sa

SVAR. 2520 —4-630+ 6 - 180 — 4 - 60 + 24 = 864.

5. Eftersom den beskrivna méngden &r en delméngd till en ring behdver vi inte kontrollera att
riknelagarna for en ring géller. Eftersom summan av tva uppat trianguléra matriser dr en uppat
triangulir matris sa dr mingden sluten med avseende pa addition. For multiplikationen far vi

a b a v aa’  ab + bd
(O c).(O c’>_<0 cc ) (4)
Uppenbarligen dr ringen sluten med avseende pa multiplikationen ocksa. Eftersom ab’ + bc’ inte
alltid &r lika med a’b + b'c sa ér ringen inte kommutativ. D&

a b\ (—a b\ _ (00
0 ¢ 0 -c/) \0 O
sa har varje element en additiv invers. Vi 6vergar nu till idealen.
Varje ideal dr en additiv delgrupp till ringen. Da R har 27 element sa bestar eventuella ideal

av tre eller nio element, med undantag for de triviala idealen.
Vi konstaterar forst med hjilp av (A) att méngden av matriser

/
(8 I()) ) dar b,€Z3

bildar ett vinster ideal bestaende av tre element. Likaledes bildar méngderna

I /
(% %) dir a',b € Z3

och
0o v N
( 0 o ) diar b, € Z3
vénsterideal i ringen R. Da systemen

ab +bcd =z



cd =y

ar losbara for varje val av b’ och ¢’ # 0 sa innehaller det andra idealet nio element. Den forsta
likasa.
Antag nu att ett ideal I innehaller matrisen

li /
(% lc),) dir o', b, € Z3

och dédr a’ # 0 och ¢’ # 0. Det gar da alltid att hitta a 7% 0 och b sa att ab’ + bc’ = 0. Idealet
maste da dven innehalla matrisen

aa’ 0 .
( 0 ) dir aa’ #0
Multiplicerar vi nu denna matris till vinster med matrisen

(7 )

far vi identitetsmatrisen och I = R.
Alla ideal dr nu bestdmda. Vi testar vilka som #r hogerideal. Anvénder vi (A) anyo finner vi
att samtliga ideal ocksa &r hogerideal.

6. Briadets automorfigrupp bestar av atta element:

id
e=(1 3 9 72 6 8 4)
¢'=01 9B 72 8)4 6)
=1 79 3)(2 4 8 6)
Y= (1 3)(4 6)(7 9)
y=01 72 8B 9)
5= 72 46 8)

e=(1 9)(2 6)(4 8).

Antalet olika firgliggningar som fixeras av identiteten ir 2% = 512. Antalet firgliggningar som
fixeras av ¢ ar 8 eftersom rutor som tillhér samma cykel i ¢ mste ha samma firg. Pa samma
sétt far vi att antalet fixerade firgliggningar blir fOr respektive automorfi, i den ovan givna
ordningsfoljden, 32, 8, 64, 64, 64, 64.

Totala antalet farglidggningar blir da

SVAR: §(512 484 324 8 4 64 + 64 + 64 + 64) = 104.

7. Enligt Lagranges sats maste talen 24 och 30 dela antalet element i den cykliska gruppen C, till
vilken G och H ir delgrupper. Detta ger att antalet element i C' #r en multipel av 120, |C| = n-120
och C = {e¢,c?,...,c'?" = 1}. D4 giiller att

G= {c5n’ (CSn)Z, cey (C5n)24 = 6}7
H = {04", (64”)27 e (04")30 =e}.
Om elementet d tillhoér bade H och G sa

d = (Cfm)t — (C4n)s



for nagra hela tal s och t. Vi far ekvationen 5nt = 4ns diar 1 <t < 24 och 1 < s < 30. Vi ser att
16sningen till denna ekvation blir precis och alltid

SVAR: t =4, 8, 12, 16, 20 och 24 samt att elementen a*, a8, ..., a?° och e #r de gemensamma
elementen.

8. Polynomet ifrdga kontrolleras litt vara primitivt. Kroppen F bestar da av elementen 0, x, 22,

23,2 = 1. Om 25 = (2%)® = 1 s giller att 5k #r en multipel av 15. Detta ger att enda

mojliga virdena for talet k &r 3, 6, 9 och 12. Vi far

=22 +z, 2%=2>+22 :1:9:3:3(173+:172):z6+z5:x3+m2+z2+z:x3+x,
=3P )=t 4L
Sa

SVAR: 23, 23+ 22, 23 + 2z och 22 + 22 + z + 1.



