L 6sningsskisser till tentamen 5B1304 020816

1. Indexekvationen som hor till Eulerekvationen i uppgiften & s(s—1) —2s+2=0U
s?2—3s+ 2 =0. Dessrotter & s =1 och 2. Motsvarande homogena Euel erekvation har
darfor y = Ax + Bx2 (A och B godtyckliga konstanter) som allman |Gsning.

For den inhomogena ekvationen
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erhélls en partikul &rl6sning genom ansatsen y = A(X) X + B(X) x2. Lampliga A(X) och B(X)
far man ur
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varav efter integration t. ex A(X) = (1 —x)eX och B(x) = eX. En partikularlosning ar alltsa
Yp=(1—-X)e<-x + €X-x2=xeX
och man far,
Svar: y = xeX+ Ax + Bx2, dar A och B & godtyckliga konstanter.
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2. Ansatseny= § a, x"i differntialekvationen ger
n=0

¥
y =& nnh-1)(n-2a,x"—3=xy= aanxn+l
n=0 n=0
Men mdexbyte n® n+ 4i denvanstrasumman ger
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| dentifieras denna summa med é ap X"+ 1 s3f& man
n=0
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az=0o0ocha,+4 = M+ Hn+3)n+2) an,n3 0.
Begynnel sevillkoren medfor att ag =y(0) =1, a1 =y (0) =0, a, =y "(0)/2 = O, varfor
1
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Svar:y=1+ 7 1ay 1 984

24 8064

Amnarkning: Man kan ocksa direkt beraknay(M(0), n =0, 1, ... , 8 och sedan utnyttja att a, =
y(N(0)/n!: Givna begynnelsevillkor siger att ag = y(0) =1, a; =y (0) =0, a, =y "(0)/2 = 0.
Vidare har man att
y '=xyb y(0)=0b a3=0/3! =0,
3

Y4 =xy +yb y#(0)=y(0)=1b as= 14! =1/24,
y(5) = xy" + 2y' b y(5)(0) = Zy,(O) =0Pb ag=0/5 =0,
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W68 =xy " +3y”" b y6)(0)=3y " (0)=0b as=0/6! =0,
V7 =xy@ + 4y b yN(0) =4y "(0)=0b a;=0/7! =0,
y(® = xy(5) + 5y(4 b y(8)(0) = 5y(4)(0) =5b ag=5/8! = 1/8064.
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F fall 2p- for fgi == f —2p== fg=Es dartalet
ourierserien & i dettafall 2p-periodisk, varfor &5 62 pg F ar

_P ligger i intervallet —p <t <p.
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For utveckling i serier med ortogonalatermer, f(t) = & ¢, un(t), har man att
n=1
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¥
IfI2= & |cn|d|unll? .1 dettafall & un(t) = sinnt, och |lun|[2 =9 sin?nt dt = p, varfor
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jel2= 2 2= & § 12(t)dt (Parsevals relation).
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Tillampas dettapa c, = (—1)"‘+12ij9 och utvecklingen i 3a, sdfar man
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Ekvationen ar paformen[ry’]” +[q+ | p]ly=0med r =1, g = 0 och viktsfunktionen

p = 1 och dltsa en Sturm-Liouvilleekvation. Randvillkoren har formen

kiy(a) + koy'(a) =0, liy(b) + 1oy’ (b)) =0, meda=0,b=p/2, k; =1, =1, ochk; =1 = 0.
Det &r alltsa fraga om ett Sturm-Liouvilleproblem. (Se § 4.7 i |aroboken.)

Ekvationen &r linjar med konstanta koefficienter. Dess karakteristiska ekvation &
D2+| =0medrétternaDy » = +4/-T.
Ekvationens allmannaldsning & darmed:

'Il'Ae Xy gegVix oml| <0,
Y=L AcosVIx+BsinyT x, oml >0,
| A +BXx oml| =0.

Med randvillkoren y(0) = y'(p/2) = 0 far man baratrivialalosningar om| £ 0.

Forl >0maste A=0 (ty y(0) = 0) och B/T cos (T -p/2) =0 (ty y (p/2) = 0). Icke-
trivial 16sning finns alltsd om och endast om+/T = (uddaheltal) =2n+1,n=0,1, 2, ...,
dvs.lh=(2n+1)2,1,n=0,1,2, .... .

Motsvarande egenfunktioner ar da u, = B, sin (2n + 1)t.

Eftersom viktsfunktionen p enligt 4a ar = 1, sa & skalarprodukten:
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p/2
< g>= § f(t) g(t) dt.

0
Svar: Egenvérden (2n + 1)2, egenfunktioner By,sin (2n+ 1)t., n=0,1,2, ... .
p/2

Skalarprodukt: <f, g> = § (1) g(t) dt.
0

Koefficienternacy, i serien berdknas enligt
_ <f,up>
Cn <Up, Up>’
dar <f, g> &r dentill problemet hérande skal&rprodukten. Enligt 4b kan u, tastill
sin (2n + 1)t. Detta ger

p/2 p/2
<f,up> = § £(t) Sin (2n+ Dt ok, <unup> = 8 sin2n + Nt =P
0 0
p/2
49 .
och Svar: ¢y = 58f(x)sm(2n+1)t dt.
0
Ansatsen u(x,t) = X(x)Y(y), X och Y ¢ nollfunktionerna, ger
X (X)Y(Y) —yX(X)Y (y) = X(X)Y(y) U X7 = % + 1 = konstant k.
Enligt randvillkoren u(0, y) = u(p, y) = 0 gdller dessutom att X(0) = X(p) = 0.
Man £ *l.x —kX =0, X(©0)=X(p)=0 [1]
YIY =(k=-1ly [2]

Villkoren [1] & uppfylldafor icketriviala X om och endast omk=—-n2, n=1, 2, ... och
daar X, = Cp, sin nx. For dessa k-varden har den separabla ekvationen [2] 16sningarna Y,

= Dn y—(l + n2).

Funktionernau, = A, y—(1+1?) sin nx satisfierar alltsa alla villkoren i uppgiften utom
mojligen randvillkoret u(x, 1) = sin 2x. Detta uppfylls ocksa om A, sin nx = sin 2x, dvs
omn=2ochA, =1 Allts&

sin 2x
i
sinz

Man har att tanzzcosz,sinz och cos zanalytiskai hela planet samt cos z= 0 om och

endastomz=(2n+1)p/2,n=0,+x1,+2, ... .

Funktionen tan z & alltsa analytisk utom i dessa punkter, av vilkaendast z= p/2 ochz=
3p/2 ligger narmare an 3 fran punkten 3 + i.

(Ritafigur eller konstatera att [(2n + 1) p/2 — (3+1)| <3 U
(2n+1)p/l2-3)2+12<90 —/8<(@2n+1)p/2-3</80
(3-18)/p—-12 <n< (3+/8)/p—-12 U n=0¢dlerl)

» —0.45 » 1.36

Svar:z* p/2och?® 3p/2.

Svar: u(xy) =




6b. Enligt 6a och resduumsatsen ar® tan z dz = 2pi( Res/ tan z + Rgs/ztan z). For
p/2 Z=9p

C
dessasingulariteter, som &r enkla poler eftersom cos-funktionens nollstéllen &r enkla, har

Y sna
man Res = snz =

— s 9 o o
z=a &cos)H,_, -sina -1, Alltsa (8)tanzdz—2p|(—1—1)__4p|_

C
Svar: —4pi.
7a. Divergenssatsn ger:
&F -AdA =@ (divF) dxdydz,
Q0 aoo
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dar div F = ﬂ(x2y+22)+ﬂ(y+xz)+ (x2 —yz) = 2xy + 1 —vy. Integralen &r darfor =

% (2x-1)y dxdydz + % 1 dxdydz . Har &r integranden i den forstaintegralen en udda

K K
funktion av y och integrationsomradet K symmetrisk kring xz-planet (dvs planet y = 0).
Den intgralens varde ar alltsa = 0. Den andraintegralen & = volymen av K = volymen av
ett halvklot med radie 1 = 2p/3. Alltsa

Svar: 2p/3.
Anmérkning: Integralens varde kan naturligtvis ocksa kalkyleras fram, t. ex:
l ..

% ox-tyoayiz = § G B(ax-tyy chayd = [poler sbs] -
@0 (2x-L)y xyz—oé 00 (2x )y dwdlydz = [polér subst] =
K 0@2+y2£1-2 %)

l1ce 0o

§ oo(2rcosv—1)r23mvdrd :d =0,
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ty8cosvsmvdv:0 och 8smvdv:0.
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7b. Med sammaresonemang somi 7afar man attC%DF NdA = % 1 dxdydz =V, vilket
[o's]
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