Institutionen for matematik
KTH

L 6sningsskisser for tentamen 581304, 030108

1.  Substitutionen y=e2X .z gery=e2X.(Z + 22),y" =eX - (7" + 47 + 42):
Inséttes dettai den givna ekvationen safar man:

X - (L-2X)(Z" +4Z +42) + 4X(Z +22)-42) =0,
2 X— 2

dvs. (1-292" +4(1-¥9z2 =00 % =475 =-2- 755 .
Integration ger In|Z|=-2x+In|L-24+In|C|,
dvs. 7 =Ce2X(1-2X).
Ytterligare integration ger

:—C%e-zx (1-2x) + C%e-zx +D=Cxe2 +D.
Vaav Svar:y=Cx + DeX.

2. Ekvationen kan skrivas
X2y "+ 2xy + 9x2y=0,x>0,
och & darmed en transformerad Besselekvation, dvs av formen
Xy~ + x(@@+ 2bx)y +[c+dx2s—b(l—a—r)x + b2x2y=0,
(@a=2,b=c=0,d=9,s=1)
Dess allmannalosning &r da

1-a _bx' R &d 0 q _1/2
y=x2 e’ §A3p xs_+ BJ_pg/_ xs___ (A Jn(3X) + B Ip(3),

cost

Wt
Svar:y= Cs|n3x +Dcoi3x'

Men Jy/»(t) = konst Sint och J_1/2(t) = konst - , varfor

i

¥
3. Summans(t) =% + & (a,cosnt + b, sinnt), —¥ <t<¥, & den 2p-periodiska fortsitt-
n=1

ningen av f(t) = &, 0<t < 2p och antar i sprangpunkternat =0, +2p, +4p, ... , vardet
(f(2p-) +1(0+))/2 = (2P + 1)/2.

: o p
Eftersom % + 4 a, =9(0), sad den summan = & 2+ 1.
n=1
Enligt Parsevalsformel &r
5 2p 2p
2 ¥ _ 4 -
pg% + & @2+ b2Z= 8 B0 = 3 =" dvs
n=1 g O (0]
0 0
2p
¥ 1efP -1  ag? . 19 er -1
2+° 2+b2 = — +7’d = — édt:
e2IO +1 (e2p —1)2
Svar: r&spektlve 2p 202



Ekvationen kan skrivas
(xy) +1 %y= 0,1£x£ 2,

och & dltsaav formen (ry")"+ (q + | p)y = 0. Viktsfunktionen p &r i dettafall % :

Ekvationen & av Eulertyp med indexekvation
s(s-1)+s+1 =00 s==+i\T.
For | >0 & den almannalosningen till ekvationen (dax > 0) darmed
y:ARe(ei\/T Inx)+B Im(ei\/'_ Inxy=Acos(\T Inx) + Bsin (T Inx).
Randvillkoret y(1) = 0 medfor att A =0 och randvillkoret y(2) = 0 sedan att
Bsin (/T In2) = 0. For egenfunktionerna & minst en av konstanternaAoch B O,

varfor egenvérdenages av villkoret

\T In2=np (nheltd >0) U In=%§,n:1,2,3,...

Motsvarande egenfunktioner & daenligt ovan:

. & Inxo :
yn=anmgnp In25 (=Bpsin(nplogpXx)),n=1,23, ...

For | £ 0 & den dlméannaldsningen
y=AXN + Bx V1 (oml <0)och=A+BInx(oml =0).
| badafallen & randvillkoren uppfylldaendast om A = B = 0. Det finns dltsainte flera
egenvéarden och egenfunktioner an de som bestémts ovan.
A1 _a@pd g gn&, INx6 _
Svar a: x’b' I h= Sn 25 resp.yn—anm%np |n26,n—1,2,3,

Man far
X-HS + sli(xs) - u(:>)((,20) = xz-% U X':IHTE + s{i(x,s) = x2-§ + 1%,
som & en ordinér differntialekvation med x som oberoende variabel och s som parameter.
Differentialekvationeni a. & linjar och av 1:a ordningen:
x X u= s

En integrerande faktor & (for s> 0) e gk _ esInx = xs, Efter multiplikation med
dennafar man

sy =ys+1.1+S
X Oeh) =x s
vilket efter integration och division med xS ger

~ 1+s 1
— 2 -
0=x (s +2) +st,(Coberoendeavx).

Eftersom @ definierad for allax (om stlirackligt stort), speciellt ocksafor x = 0, sAmaste
C =0 och man far att

~ 1+s
=2
t(x, s) = x S(5+2)"

Partial braksuppdel ning med avseende pa variabeln s ger att
- _od 1 0
109 = s 25+ 205




och &ertransformering:

a 1 .0

=2 Z g2

Ux) =x"g *+ 2 €75
[V cry 28 0 N 1S @ 1 50
Svar a.xW + sil(xs) =x % +1db' t(x, s) = x s(s+2)'c' u(x,t) = x @J’Ze_ -

a. Sétter man € = z och |&ter xgenomlopaintervalletx: 0 ® 2p, si kommer z att genomlpa

enhetscirkeln i det komplexatalplanet, ett varv i positiv led. Eftersom cosx = (z + z1)/2 och
ielX dx = dz sa far man med denna substitution

2p
Q dx - & dz/(i 2) S dz _
0 13+ 12cos x 0 13+6(z+z7Y 0 i(6z2+ 13z + 6)
0 lz]=1 |z]=1
b. Integrandens poler bestams av andragradsekvationen 6z2 + 13z + 6 = 0 som har rétterna
= —% och —g. Av dessaligger endast z = —% innanfor enhetscirkeln. Man har darfér
dz . 1 . N
. =2pi Res - = éEnkel polU=
8 i62+132+6) PSS, i(62+132+6) e Pl
|z]=1 .
_on8 1 H —op .1
=2p 812z +134,_ ,53 5
vara @ - dz b Z—E.f
0 i(6z2+ 132+ 6)

lz]=1

Stokes' sats ger att@ F-dr :§§ (rot F) - N dA, dar S & cirkelskivan som har C som rand-

C S

kurvaoch n sivald att dess z-komponent & > 0. (For en betraktare i origo genoml6ps kurvan
medurs, vilket innebér att motsvarande normalvektor enligt hogerskruvregeln pekar " uppat”.).
| dettafall &

_& 9 16, _ A_ o gadix+y+z) _ (1,11
rot F = & Ty 125 (3z2,z,00=(-1,3,0)ochn = £ lgrad (x + y + Z)l—i V3
dér +-tecknet skall véljas for att n:s z-komponent & > 0, altsa

. 199 2 Q9 2p

F-dr=-=00 (-1,3,0)(1,1,1)dA= = dA = —.

g Fo=ptaoainms 5 G =

C S
Area av cirkel

med radie 1



