Institutionen for matematik, KTH
R. Skjelnes

Tentamensskrivning, 2003-01-07, kl 14.00-19.00.
5B1307, Linjar Algebra g.k.

Betygsgranserna for 4 och 5 ar preliminért 14 respektive 24 poang.
Samtliga behandlade uppgifter bor forses med utforlig 16sning.
Inga hjalpmedel &r tillatna. Lykke til!

1. Lat V vara det reella vektorrummet av polynom i en variabel z, av grad mindre eller lika med 2.
Lat T : V — V vara den linjara avbildningen som bestdms av

T(1)=2, T(x)=6, och T(z?)=4—z+ 2>

a) Bestdm en matrisrepresentation for 7' med avseende pa nagon bas. (4p)

b) Bestam egenvirdena till 7' (4p)

c) Hitta en bas f6r V' sadan att matrisrepresentationen for 7' dr en diagonal matris. (4p)
2. Vi definierar T' € L(F' 3), dir inreproduktstrukten pa F? ges av den euklidiska inreprodukten, vid

T(z,y,2) = (2,2,3y).

Hitta en isometri S sadan att T = SVT*T. (6p)
3. Lat V vara ett andligt dimensionelt inreproduktrum &ver F.

a) Vilka operatorer T har en ON-bas av egenvektorer? (4p)

b) Lat T™ vara den adjungerade till en given operator T € L(V). Visa att (6p)

Null(7T™) = orthogonal komplementet till Range(T).

4. Lat V,, vara vektorrummet av kvadratiska (m X m)-matriser (har & m > 0 ett fixerat heltal)

med koefficienter i F'. Sparet till en matris M = (a; j)1<i j<m definieras som summan av diagonal

elementen och beticknas med

T‘I‘(M) =ai,1 4+ -4 Am,m-
Bestam dimensionen till delrummet D C V,,, dar (8p)

D ={M € V,, | Te(M) = 0}.



Losningsforslag till tentamen i 5B1307, Linjar Algebra g.k, 2003-01-07.

1. a) Vi anvénder basen 8 = (1,z,z°). Matrisrepresentationen My for T blir da

MT:[S g —41-|

[00 1J'

b) Matrisen Mr ar 6vre triangular sddan att egenvirderna til T' aterfinns som pa diagonalen till Mr.

’ Svar: Egenvéarderna &ar 0,1 och 2. ‘

¢) Vi skall hitta en bas av egenvektorer for V. Vi har egenvirderna fran uppgift b) och anvinder dessa for
att losa ekvationen M7 X = A\ X, dar A ar egenvérderna.

MTX:2X:>X:[(L;-| Mszo:Xz[i] MTX=X:>X=[Ett],
Lo L o] Lo ]

for villkarlig skalér ¢. Vi sétter ¢ = 1 och far koordinatmatriserna till 3 linjért oberoende egenvektorer, och
matrisrepresentasjonen av 7' med avseende pa denna bas dr diagonal. Vi har (1,0,0) =1, (3,—-1,0) =3—=x

och (2,-1,1) =2 —z — > ’ Svar: Avbildningen T diagonaliserar éver basen 3’ = (1,3 — 2,2 — x + z°). ‘

2. Standardbasen for F* med avseende pa det euklidiska inreproduktet #r en ON-bas. Dette ger att matris-
representationen for T ges som den transponerade till

0 3 1
Mr=1|2 0 0|,
0 0 O

didr Mp ar matrisrepresentationen till T. Vi har d& att matrisrepresentasjonen till T7°T ges av produk-
ten MY Myp. Denna produkten berdknar vi och far en diagonalmatris med diagonalelementer 4,9 och 1.

Matrisen
2 0 0
M=|0 3 0
0 0 1

representerar en operator som ar sjalvadjungerad och har positiva egenviarden, och uppenbarligen har vi
att M? = M Mr. Vi har da att matrisen M representerar den positiva roten vVT*T. Matrisen N som
representerar isometrien vi soker har blir da

0 0 1
N=]1 00
0 1 0

Det er klart at N ar en isometri, och vi har at NM = Mr.

3. a) Spektralsatserna ger oss att dom sjalvadjungerade reella operatorerna och dom normala complexa oper-
atorerna har en ON-bas av egenvektorer.
b) Lat x € Null(T™), dvs T"(z) = 0. D4 har vi

0=<y,0>=<y,T 'z >=<Ty,z >,

for allay € V, m.a.o. ar z med i det orthogonala komplementet W till Range(7’). Vi har da visat inklusionen
Null(T)) € W. Vi skall nu visa inklusionen &t det andra hallet. Lat z € W, dvs 0 =< Ty,z > for alla
y € V. Detta ger

0=<Ty,z >=<y,T 'z >

for alla y € V och speciellt fér y = T*z. Derav har vi
0=<Tr'z, Tz >= Tz =0.

Vi har d& att z € Null(T™). Dom tva inklusionerna Null(T) C W och W C Null(T™) ger likhet.

4. Avbildningen Tr : V,, — F é&r linjar och surjektiv, och nollrummet Ker(7Tr) = D. Det foljer da fran
dimesionssatsen att

dim(Ker (Tr)) = dimV;, — 1 =m? — 1.

’ Svar: Dimensionen till D & m? — 1.
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