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1  Antag forst att personen ar kung. Hans svar pa den andra fragan visar da att han
nagon gang pastatt att han inte &r varulv. Och eftersom han alltid talar sanning, sa
ar han inte varulv. Antag nu att han i stéllet 4r narr. Hans svar pa den forsta fragan
visar da att han nagon gang pastatt att han ar varulv. Och eftersom han alltid ljuger,
sa dr han inte varulv i detta fall heller.

Svar: ja, det gar att avgora, personen ar inte varulv.

Formellt, om man later K betyda ”Personen &r kung”och V betyda ”Personen &r
varulv”, sa ser man (forsta fragan) att ~ K — (V< K) ar sann och (andra fragan) att
K—(~V < K) ar sann. T.ex. med tabell ser man nu att V' maste vara falsk.

2 Vi stker med tablametoden ett motexempel, dvs en tolkning som gor
(A=(BVv(O)V ((AV D)—(BV D)) falsk.

F: (A=(BVQC)V((AVvD)—(BVD)) +/;
1 F: A<—>(B\/C') \/5
1 F: (AV D)—(BV D) Vo
2 T: AvD Vs
2 F: Bv D \/3
3 F: B
3 F: D
4 T: A 4 T: D
/\ +
5 T: A 5 F: A
5 F: BVC 5 T: BVC
6 I[F: B +
6 F: C

Tablan sluter sig inte, den 6ppna végen ger motexemplet (A, B, C, D) = (1,0,0,0).

3 Viskall visa att JyVa (Pz— Qy) ¥ Yy Iz (Px— Qy).
Pastaendet visas av en tolkning som gor den vanstra sentensen sann och den hogra falsk.
Hogra sentensen falsk <= ~Vy3Jz (Pr— Qy) sann <= JyVz ~(Pz— Qy) sann
<— FJyVa (Px&~Qy)sann <= Vi (Pz&~Qb) sann for nagot b <= Pa sann
for alla a och Qb falsk for nagot b. Vénstra sentensen sann <= Va (Px— Qb) sann
for nagot b, vilket t.ex. géller om Qb &r sann for nagot b. Tydligen fungerar tolkningen:

D={apB), Ext(P)={aB}, Ext(Q)=/{a}.

4  Attvisa: 3z Fz, 3z ~Fz b ~VaVy (Fz— Fy).
Idé: Antag Vo Vy (Fx — Fy). Antag Fa och ~ Fb for tva JE. Harled Fla— Fb och sedan en
motségelse.

1 (1) JzFzx premiss
2 (2) Jx~Fz premiss
3 (3) VaVy(Fr—Fy)  antagande
4 (4) Fa antagande
5 (6) ~Fb antagande
3 (6) Vy(Fa—Fy) 3 VE
3 (1) Fa—Fb 6 VE
34 (8) Fb 74 —E
345 (9) A 58 ~E
234 (10) A 259 JE  [bintei (2),(3),(4),(9)]
123 (11) & 1,410 JE [aintei (1),(2),(3),(10)]

1,2 (12) ~VaVy(Fz—Fy) 3,11 ~I
Slutsatsen pa rad (12) beror bara av premisserna pa rad (1) och (2), sa saken &r klar.
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1. "For varje primtal finns nagot storre primtal”

dvs "For alla x: om x ar primtal finns y sa att y ar primtal och y &r storre &n x”, sa
Svar: Vz (Pz— 3y (Py & Syx))

2. ”Det finns ett minsta primtal”

dvs ”"Det finns ett primtal z sa att alla primtal ar storre an eller lika med z”

dvs “Det finns nagot x: x ar primtal och for alla y géller att om y ar primtal, sa ar y
storre an x eller ar y lika med z”, sa

Svar: 3z (Pz & Vy (Py— (Syz Vy = x)))

Logiskt ekvivalenta varianter ar forstas mojliga.

Vi skall visa E ¢, dir ¢ &r (3o Px — Vo Px) V 3z 3y = # y. Ta en godtycklig tolk-
ning. Om dess domén har mer &n ett element, sa ar dx Jyx # y sann, varav foljer
att ¢ dr sann. Om doménen bara har ett element a, sa ar ¢ sann dven i detta fall, ty
Jx Px —Vx Pz ar da sann, eftersom Jx Px sann <= Va Px sann <= Pa sann.
Alltsa ar ¢ sann i alla tolkningar, och saken &r klar.

Att visa: F ¢, dir ¢ dr (3x Pr—Va Px) V Jx 3y x # y.

Idé: ¢ &r en disjunktion, dér inget av disjunktionsleden kan hérledas var for sig. Standard ar
da att gora ett indirekt bevis, dvs anta ~¢. Anta sedan Jx Px for att forsoka hérleda Va Px.
Anta Pq fér JE. Anta nu a # b. Harledning av andra ledet i ¢ ger en férsta motsagelse. Vi
anvander den till att hiarleda a = b, och diarpa Pb, som ger Vx Pz. Nu hérleds forsta ledet i
¢ etc. (Sl-regler skulle kunna anvéndas, men ger ingen storre vinst hér).

1 (1) ~¢ antagande
2 (2) FJzPzx antagande
3 (3) Pa antagande
4 (4) a#b antagande
4 (5) Tya#y 4 a1
4 (6) Fxyx#y 5 a1
4 (1 ¢ 6 VI
14 (8) A 1,7 ~E
1 (9) ~a#b 48  ~I
1 (10) a=b 9 DN
1,3 (11) Pb 103 =E
1,3 (12) VaPax 11 VI [bintei (1),(3)]
1,2 (13) VaPax 2,312 JE [aintei (1),(2),(12)]
1 (14) JzPzx—VazPzr 213 —I
1 (15) ¢ 14 VI
1 (16) A 115 ~E
(17) ~~o 1,16 ~I
(18) & 17 DN

Slutsatsen pa rad (18) beror inte pa nagra antaganden, sa saken &r klar.

Vi skall avgora om

Ve VyVz ((Rxy & Ryz) — ~ Rzx), Ve Iy Rey E Yy 3z Ray.
Premiss 1 séger att det inte finns nagot sétt att starta i
en punkt, folja tre riktade pilar och komma tillbaka till
utgangspunkten. Premiss 2 séger att det gar minst en pil
fran varje element. Men hérur foljer inte att det gar minst
en pil till varje element (den ténkta slutsatsen), se t.ex. fig.
Sa

Svar: slutledningen ar inte korrekt, ett motexempel:

D ={a, 8,7}, Ext(R) = {{a, 8), (8,7), (v, 9)}

Man ser att domé&nen i ett motexempel maste ha minst
tre element. Ett annat motexempel ges av D = N =
{0,1,2,...}, R tolkad som ”mindre &n”.

@ =2
o ——Pp-0o-4¢—Pp-o

Q
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R ar reflexiv, ty for varje p géller Rpp:

pEr—pochp F r—p, typsann = r—p sann.

R ar symmetrisk, ty antag Rpq: da géller bade p £ r—q och ¢ E r—p, dvs bade
q F r—pochp F r—gq, dvs Rgp géller.

R ar transitiv: antag Rpg och Rgs.

Dagéller 1) p E r—q,2)qg F r—p,3) ¢ E r—>soch4)s F r—q.

Vi ska visa Rps, dvsp E r—soch s F r—p. Antag att p dr sann. Vi ska visa att
r — s ar sann. Antag r sann. Med 1) far vi att r — ¢ r sann, och dédrmed att ¢ &r
sann. 3) ger nu att r — s dr sann. Alltsa har vi visat p £ r—s, och s E r—p visas
pa samma siatt med hjélp av 4) och 2). R &r alltsa reflexiv, symmetrisk och transitiv,
och darmed per definition en ekvivalensrelation.

Alternativt kan man forst visa att Rpq <= p & r ar logiskt ekvivalent med ¢ & 7.

Svar: R ar en ekvivalensrelation.

Lat ¢y vara formeln a +y = y — a = 0. Det réicker att visa att Vy ¢y foljer av Peanos
axiom for godtyckligt a.

@0, dvs a+ 0 =0 — a = 0, foljer direkt av axiom P3.

Antag att ¢b, dvs a+b =0 — a =0, giller. Visa ¢S(b), dvs a+ S(b) = S(b) — a = 0.

Vifar a+S(b) = S(b) 2 S(a+b)=50b) B a+b=0 2 a=0.

Déarmed har vi visat ¢0 & Vy (¢y — ¢S(y)), och far det dnskade Yy ¢y med hjilp av
induktionsaxiomet P7.

Vi skall visa att 0A— OB kg5 <O(A—B).

Idé: Slutsatsen &r falsk <= A &r sann i alla virldar och B falsk i alla vérldar. Tva fall
finns. 1) A &r falsk i ndgon vérld. Da fas slutsatsen eftersom A— B foljer av ~ A.

2) A ér sann i alla varldar. D& fas ©B med hjélp av premissen, och da kan aterigen slutsatsen
hérledas, eftersom A — B foljer av B. Upplagt for indirekt bevis (jAmfor uppgift 7). Anta
alltsd ~ G(A— B). Anta sedan ~ A och fortsitt enligt resonemanget ovan.

1 (1) O0A—OB premiss
2 (2) ~<©(A—B) antagande
3 (3) ~A antagande
3 (4 A-B 3 SI (PMI)
3 (5) ©(A—B) 4 ol
23 (6) & 2.5 ~E
2 (1) ~~A 3,6 ~
2 (8) A 7 DN
2 (99 0OA 8 OI  [(2) fullt modaliserad]
1,2 (10) ©B 1,9 _E
1 (11) B antagande
11 (12) A—B 11 SI (PMI)
11 (13) ©(A—B) 12 ol
1,2 (14) <©(A—B) 10,11,13 ©E  [(13) fullt modaliserad]
1,2 (15) A 2,14 ~E
1 (16) ~~O(A—B) 2,15 ~
1 (17) ©(A—B) 16 DN

Eftersom slutsatsen pa rad 17 bara beror av premissen pa rad 1, r hiarledningen klar.

Vi skall visa att 3z O (Fzr— OGx) Fgs O3z (Fr— Gx).

Slutsatsen ar falsk <= inte i nagon vérld existerar nagot objekt a, sadant att
Fa— Ga ér sann dar <= i varje vérld géller att om a existerar dar, sa dr dar Fa
sann och Ga falsk. For att fa premissen sann nér slutsatsen ar falsk later vi ett objekt
a existera i den aktuella varlden, sadant att Ga ar sant i nagon annan vérld.

En tolkning som visar pastaendet ges alltsa t.ex. av:
W =A{w*,u}, w*(D) = {a}, u(D) =2,
w*[F] = {a}, u[F] = @, w*[G] = @, u|G] = {a}.
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Vi ger tre olika 16sningar.

I) Observera att for godtycklig sentens p galler: ~~ p &r bestyrkt i en tolkning K <=
~ p ar inte bestyrkt vid nagon nod i K <= for varje nod ¢ i K finns nagon nod
7 > 01 K dér p ar bestyrkt. Lat nu K vara en godtycklig tolkning vari premissen ar
bestyrkt. Da &r ~~ A och ~~ B bestyrkta i . Tag en godtycklig nod ¢ i K. Da finns
7 > o dar A ar bestyrkt, och da finns 7/ > 7 dir B ar bestyrkt. Men da dr bade A och
B bestyrkta vid 7/, foljaktigen dven A & B. Enligt det inledande resonemanget foljer
att slutsatsen ~~ (A & B) ar bestyrkt i K, och vi finner alltsa

Svar: ja, slutledningen giller i intuitionistisk logik.

IT) Vi gor en hérledning i naturlig deduktion utan DN-regeln.

1 (1) ~~A&~~DB premiss

1 (2) ~~A 1 &E
1 (3) ~~B 1 &E
4 (4 ~(A&B) antagande
5 (5) A antagande
6 (6) B antagande
56 (7) A&B 56 &l
456 (8) A 47 ~E
46 (9) ~A 58  ~I
146 (10) & 29 ~E
14 (11) ~B 6,10 ~I
14 (12) & 311 ~E

1 (13) ~~(A&B) 412 ~I
Slutsatsen pa rad (13) beror bara av premissen pa rad (1), sa saken &r klar.
IIT) Pa sid. 341 i laroboken kan man inhémta att
P1,P2, -y Pn lFo ¢ <= ~r~py,~po, . ~oopy Ik p~vvg A B IFe A& B
giller ju, sa vi far ~~ A, ~~B IF; ~~(A & B), varur det énskade latt foljer.

Vi skall visa att Vz (Fz vV Gx) ¥; Ve Fz V 3z Gx genom Foo
att finna en tolkning som bestyrker Va (FzV Gx), dvs sadan 8 a o
att for varje nod o antingen Fa eller Ga bestyrks for varje
a i dom(o), men inte bestyrker Vo Fz vV 3z Gz, dvs varken
bestyrker Vz Fz eller 3x Gz i roten «, dvs att det finns nagon Foo
nod B, dir Fa inte bestyrks for varje a i dom(3), och Ga a R

inte bestyrks for nagot element a i dom(«). Detta uppfylls
av tolkningen

$ = {a, 8}, <= {0 B)},

dom(a) = {G}, warr(a) = {(F", &)},

dom(ﬂ) = {®7@}7 Warr(ﬁ) = {<‘F’7®>7 <‘G’7@>}'

Att T'U{q¢} saknar modeller medfor enligt kompakthetssatsen att det finns py, pa, ..., pn
iT sa att {p1,p2,...,Pn,q} saknar modeller. Men detta &r liktydigt med att ¢ ar falsk
i varje tolkning d&r py,po,...,p, alla dr sanna, dvs dér p; & po & ... & p, ar sann.
Det foljer att p1 & p2 & ... & p, F ~q giller. Darmed &r saken klar.

Hér har endast valet av domén betydelse. Den givna sentensen ¢:

VX(EFzx Xz & 3z ~ Xzx) — FuveVy ((x # y — u(z) # uly)) & (Xu(z) - ~Xx)))

ar sann i en tolkning med domén D <=  f{or varje predikat F' som uppfyller

Jo Fa & 3z ~ Fx giller att det finns en injektiv funktion f : D— D som uppfyller:

f avbildar varje element i Ext(F') pa ett element utanfér Ext(F') och vice versa ... (%)

e Om D har ett enda element blir 3z Fx & Jx ~ Fx falsk for varje val av F, varfor ¢
blir sann i detta fall.

e Om D har tva element, sig D = {a, 8}, sa dr Jx Fx & Iz ~Frsann <= Ext(F)
= {a} eller = {8}. I bada fallen uppfyller injektionen f given av f(a) = 3, f(8) = «
villkoret (¥ ), varfor ¢ dr sann om D har tva element.

e Om D = {a,B,7,...} har fler 4n tva element, betrakta t.ex. F med Ext(F) =
{a}. D& blir 3z Fx & 3= ~ Fx sann, men nagon injektion f som uppfyller () kan
uppenbarligen inte finnas. Alltsa blir ¢ falsk i detta fall.

Svar: sentensen ar satisfierbar. Den &r sann i en tolkning <= domaéinen
har hogst tva element.



