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1) Vi har pastaendena:

A: ”Det finns hogst en narr i var by.”

B: ”Det finns minst en narr i byn.”

C: ”Vi tre ar de enda som bor i Knirke.”

Om B &r narr ar det han siger sant. Omgjligt, sa B &r kung och det finns minst en narr
i Knirke. Om C ar kung, dr A, B och C de enda invanarna, sa& A maste vara narren. Det
hon séger skulle vara osant, dvs det skulle finnas minst tva narrar bland dem. Det stammer
inte (B och C kungar, ju), sa

Svar: Ja, man kan avgéra vad C ar. Hon ar narr.

(Och om A &r kung finns det bara kungar, minst en, utéver A, B och C i Knirke. Om A é&r
narr vet vi bara att det bor fler i byn.)

2) Att visa: ~AV B, ~(B&C) F C—~A.
Idé: Om vi antar C' och A far vi motsédgelse (den forsta premissen ger A — B, sa vi far B och sa
B&C,sa L), sa C ger ~A.

1 (1) ~AVB premiss
2 (2) ~(B&C) premiss
3 3 C antagande
4 (4) A antagande
1 (5) A—B 1 SI(Imp)
14 (6) B 54 —E
134 (1) B&C 63 &I
1234 (8) A 27 ~E
123 (9) ~A 48 ~I

12 (10) C—~A 39 —I
Slutsatsen pa rad (10) beror bara av premisserna pa raderna (1) och (2), sa hirledningen
ar klar.

3) Att visa: Vo (Fx—Gx), 3z Fax + Jx (Fx— Gux).
1dé: Fa géller for nagot a, enligt andra premissen. Enligt forsta premissen giller Fa— Ga, sa ocksa
Ga. Alltsa géller Fa <« Ga.

1 (1) Vz(Fr—Gz) premiss
2 (2) JzFo premiss
3 (38) Fa antagande
1 (4) Fa—Ga 1 VE
13 (5) Ga 43  —FE
6 (6) Ga antagande
1,3 (7) Fa<Ga 3,5,6,3 <1
1,3 (8) Fx(Fz—Gx) 7 a1
1,2 (9) 3o (FzeGr) 238 3JE  [aintei (2),(8),(1)]

Slutsatsen pa rad (9) beror bara av premisserna pa raderna (1) och (2), sa saken ar klar.
I det hér fallet gar det lika enkelt med Df-regeln:

1 (1) Vz(Fz—Gx) premiss
2 (2) JzFu premiss
3 (3) Fa antagande
1 (4) Fa—Ga 1 VE
3 (5) Ga—Fa 3 SI(PMIL)
1,3 (6) (Fa—Ga)& (Ga—Fa) 45 &I
1,3 (7) Fa<Ga 6 Df
1,3 (8) Jz(Fr—Gx) 7 a1
1,2 (9) 3z (FreGa) 238 JE [aintei (2),(8),(1)]



4) Vi skall visa att Vo (Fz— Gz), 3z Fax ¥ Vo (Fr< Gz).
Pastaendet visas av en tolkning som gor de vanstra sentenserna sanna och den hogra falsk.
For att Vo (Fz — Gz) skall vara sann och Va (Fx « Gz) falsk, skall for alla element o
F's— (s vara sann, men for nagot element, « sig, Fa < Ga vara falsk. Sa Fa maste vara
falsk och Ga sann. For att ocksa fa 3x Fx sann krivs ett element till, 3 sdg, med Fb sann.
Da maste ocksa Gb vara sann.
(I resonemanget anvander vi den vanliga konventionen om namn, att Ref(a) = « etc.)
Tydligen fungerar tolkningen:
D ={a,p}, Ext(F)={p}, Ext(G)={a,p},ty daéar
Vz (Fz— Gz) sann,

ty Fa— Ga och Fb— Gb bada sanna, ty Ga och Gb sanna (ty «, 8 € Ext(G)).
Jz Fx sann, ty Fb sann (ty 8 € Ext(F)).
Vo (Fx < Gz) falsk,

ty Fa«— Ga falsk, ty Fa falsk (ty o ¢ Ext(F)) och Ga sann (ty a € Ext(G)).
Saken ar klar.

5) A sade: "Det finns hogst en narr i var by”,

dvs "Fér alla  och alla y, om bada &r narrar r x = y” (doménen bestar ju av byinvanarna)
sa A pastar Vo Vy ((~ Kz & ~Ky) —x = y) (ekvivalent: Ve Vy (Kz VvV Ky) V z =y)).
Detta ar sant precis om A ar kung, si Ka<— Ve Vy ((~ Kz & ~Ky) —x = y) &r sann.

C sade: "Vi tre ar de enda som bor i Knirke”,

dvs 7 Alla i Knirke ar antingen A, B eller C”,

sa C pastar Vo (x =a V (x = bV x = ¢)) (inre parenteserna kan strykas).

Detta &r sant precis om C &r kung, sa Kc—Vr (z =aV (z = bV x = ¢)) &r sann.

Svaret: Ka—VaeVy((~Kz & ~Ky)—x =y) och Kc—Vr(x =aV (x=bVz=c)) ar
sanna. Logiskt ekvivalenta varianter ar forstas mojliga.

6) For att avgdra om

VaVy (Px— Py) E Yo Pz V ~3z Px T: VzVy(Pr—Py) as, b
soker vi motexempel (tolkningar som F: VePrV~3zPr +/
gor premissen sann och slutsatsen 1 F: Vz Px V34
falsk): 1 F: ~3z Pz Vs
2 T: Jz Px Vb
I tablan véxlar de tre faserna sa: 3 F: Pa
1. Satslogiska  1,2; 11-13 4 T Pb
2. T3,FY 34 5 T: Vy(Pa—Py) arbs
3. T\V/, F4 5-10 6 T: Vy (Pbﬂpy) ag, blO
7 T: Pa— Pa Vi1
Tablan sluter sig, sa slutledningen ar giltig. 8 T: Pa—Pb V1o
9 T: Pb— Pa Vi3
10 T: Pb— Pb
/\
11 F: Pa 11 T: Pa
/\ x
12 F: Pa 12 T: Pb
/\ /\
13 F: Pb 13 T: Pa 13 F: Pb 13 T: Pa

X X X X



7) Att visa: Vo Jy Rry, Ve Iy ~Ryx b JzJyx #y.
Idé: Enligt forsta premissen finns for alla a ett b sa att Rab giller. Enligt den andra premissen
finns (speciellt) for detta b ett ¢ sa att ~ Rcb géller. D4 kan inte a = ¢ gélla.

1 (1) Vz3IyRxy premiss
2 (2) Va3dy~Ryx premiss
1 (38) 3JyRay 1 VE
4 (4) Rab antagande
2 (5) 3Jy~Ryb 2 vE
6 (6) ~Rcb antagande
7T () a=c antagande
47 (8) Reb 74  =E
46,7 (9) A 68 ~F
46 (10) a#c 7.9 ~I
46 (11) Fya#y 10 a1
46 (12) FzIyxz £y 11 a1
94 (13) JzIyaz £y 5612 IE [cintei (5),(12),(4)]
1,2 (14) Jzdyz#y 3413 IE  [bintei (3),(13),(2)]
(

Slutsatsen pa rad (14) beror bara av premisserna pa raderna (1) och (2), sa saken &r klar.

8) Vi skall visa att
Va Vy (Rxy — Ryx), VaVyVz ((Rey & Ryz) — Rxz), Vo Jy (x # y & Rxy) ¥ VaVy Ray.

Vi soker alltsa en tolkning som gor premisserna sanna och den tidnkta o B
slutsatsen falsk. Domé&nen maste innehalla minst ett element, o sig. 04_.0
Enligt premiss 3 finns ett element till, vi kallar det 3, med Rab sann.

Enligt premiss 1 (symmetri) &r da ocksa Rba sann. Transitiviteten (pre-

miss 2) ger sa Raa och Rbb. Med D = {a, 8} blir HL sant, det behovs

fler element. Légg till 4. Enligt premiss 3 géaller Red med ¢ # d for O<—>O
nagot d. Man ser att om d = a eller d = b blir HL sant igen, men om vi vo9

infér &nnu ett element, d, far vi det 6nskade motexemplet, se fig.:

D= {Oé,ﬁ7’7, 6}’ EXt(R) = {<o¢,0¢>, <ﬁaﬁ>’ <77’7>a <5a 6>’ <O‘7ﬁ>’ <Bv a>7 <7,6>7 <677>}’

En annan méjlighet &r att ta D = Z, heltalen, och lata Rab vara sann precis om skillnaden
a — [ ar ett jamnt tal.

Premisserna betyder precis att R(:s tolkning) &r en ekvivalensrelation med minst tva element i varje
ekvivalensklass.

9) Vi har: S¢ ar sann precis om  F 3z (¢px ).

Att S &r reflexiv betyder att S¢p¢ ar sann for alla ¢. Eftersom ¢a < ¢a ar sann oberoende
av ¢a och a dr Jz (¢x — ¢x) sann i varje tolkning, sa S¢¢ sann.

Att § ar symmetrisk betyder att S¢yp = Sy¢ for alla ¢,9. Om S¢yp ar sann finns i
varje tolkning ett a sa att ¢a < a, vilket medfor a < ¢a, si Iz (Y < ¢x) sann i varje
tolkning, sa S¢ sann.

Att S ar transitiv betyder att (S¢yp och Svx) = So¢x for alla ¢,¢,x. Men om ¢ ar
x=a, Y drz=aVae=>bochyxirax=>b dr S¢y och SyYx sanna (ty a = a < (a =
aVa=>)och (b=aVb=>b)—b=>éarsanna i alla tolkningar), men S¢x &r falsk (om
D = {a, 8}, Ref(a) = a,Ref(b) = § 4r Tz (x = a—x = b) falsk).

Sa svar: S ar reflexiv och symmetrisk, men inte transitiv.

10) Lat ¢x vara formeln 0 x x = 0. Vi skall visa Vx ¢z.

Man far 00 = 0, dvs ¢0.

Antag att ¢a géller, dvs 0 xa = 0.

Da fis 0% S(a) = (0%a)+0 Z 0+a 20, dvs ¢S(a).

For godtyckligt a giller alltsa ¢pa— ¢S(a) och darmed Va (px — ¢S (z)).

Sa @0 & Vx (¢px— ¢S(x)) galler och enligt axiom P7 (med n = 0) Vx ¢z. Saken &ar klar.

Trots att resultatet &r sa enkelt maste induktionsaxiomet anvindas, se o) Q1 i materialet K1!



11) Vi skall visa att ~OA kg5 O (A— B).

Idé: Enligt premissen finns en vérld dar ~ A giller, sa ocksa A— B i den virlden. Men eftersom
vi inte kan veta i vilken vérld det sker, kan vi inte harleda ~ A fran premissen (det skulle innebéara
att den géllde i alla vérldar), vi far gora ett indirekt bevis, anta motsatsen och visa A i alla vérldar.

1 (1) ~0OA4 premiss

2 (2) ~O(A—B) antagande

3 (3 ~A antagande

3 (1) A-B 3 SI(PML)

3 (5) ©(A—B) 4 ol
23 (6) & 25 ~F

2 (7)) ~~A 36 ~I

2 (8) A 7 DN

2 (99 OAd 8 OI  [(2) fullt modaliserad]
12 (10) & 1,9 ~E

1 (11) ~~O(A—B) 2,10 ~I

1 (12) ©(A—B) 11 DN

Eftersom slutsatsen pa sista raden bara beror av premissen pa rad (1), &r hérledningen
klar.

12)Vi skall visa att 3z Qz, Jx O Pz, O (Vo ~Qx & Jrax = x) Fgy; Oz (Qrx— Px).
Vi soker alltsa en tolkning som gor premisserna sanna och den hogra sentensen falsk.
Att den hogra sentensen ar falsk betyder att det finns en vérld, u sig, dir 3z (Qx — Px) ar
falsk. Det ar uppfyllt om u(D) = &, vi provar det. Enligt premiss 1 finns i w* ett element,
« ség, som gor Qa sann i w*. Enligt premiss 2 finns ett element i w* som gor P sann i alla
varldar. Vi provar med « igen. Premiss 3 ger att det finns en vérld med Vx ~ Qx sann
och icke-tom domén. Denna vérld kan inte vara w* (som har @ sann for ett existerande
element) eller u (dar 3z (Qz — Px) ar falsk). Kalla den v. Vi leds till tolkningen:
W =A{w*,u,v}, D={a}, w*(D)=wv(D)={a}, u(D)=0,
w*[Q] = {a}, u[Q] =v[Q] =@, w*[P]=u[P]=v[P]={a}.
Den visar pastaendet, ty i den géller att
e Jr Quz ar sann, ty w*[Ix Qz] =1, ty w*[Qa] =1 (och o € w* (D)), ty o € w*[Q)]
e Jx O Pz dr sann, ty w*[3z 0 Pz| = 1, ty (o € w*(D) och) w*[0 Pa] = 1,
ty w*[Pa] = u[Pa] = v[Pa] = 1, ty a € w*[P],u[P],v[P]
o O (Vo ~Qx & Iz x = x) ar sann, ty w*[O (Vo ~Qz & Iz z = z)] =1,
ty v[Ve ~Qx & Jxx =z] = 1, ty v[Ve ~Qz] =1 (ty v(D) = {a} och a ¢ v[Q])
ochv[Frz=2] =1 (ty o € v(D) och v[a = a] = 1)
e O3z (Qz— Px) &r falsk, ty w*[0 3z (Qx— Pzx)] =0,
ty u[Fz (Qz— Px)] =0, ty u(D) = @
S& vi har visat att JxQu, Ix O Pz, O (Ve ~Qr & Jrxx =) Egs O3z (Qx— Px).

13) Vi skall visa att A—(B—C), ~(A—C) F; ~B.

Lat som vanligt S vara méngden av informationstillstand, med rot a och ordning <, i en
intuitionistisk tolkning.

Antag att alF A—(B—C) och alF ~(A—C). Vi har att visa att o IF ~B.

Antag (for att fa motsigelse) att a W ~ B, dvs det finns ett o € S med o I+ B. Eftersom
alk ~(A—C), giller c ¥ A—C, sa det finns 7 € S med 0 < 7 och 7 IF A, 7 ¥ C. Men
eftersom « I A— (B — () géller da 7 IF B— C och eftersom o < 7, o I+ B géller 7 I B.
Det foljer att 7 IF C, motsédgelse. Antagandet o I+ B gav motségelse, sa a IF ~ B,

dvs vi har visat A— (B—C), ~(A—C) F; ~B, saken &r klar.



14) Vi skall visa att Vo Fo — 32 G ¥; Jx (Fax — Gx) genom
att finna en tolkning K som bestyrker Vo Fx — 3z Gz (dvs sadan 8 F:0
att o IF Ve Fx = oIk 3z Gz for alla o € S) och inte bestyrker
Jz (Fx— Gz) (dvs for alla ©® € dom(a) giller a ¥ Fo —GO). T
Det ricker tydligen att dom(a) = {©®} och o IF FO, 0 ¥ GO for
nagot 0 € S och att 7 ¥ Vz Fx for alla 7 € S. a
Betrakta tolkningen (se fig.) S = {a, 5}, <= {{«o, 5)},
dom(a) = {®}, dom(B) = {0, ®},
warr(a) = @, warr(8) = {{*F’,®)}.
Den ger:
o o IF Vo Fo—3x G, ty o, B W Vo Fa, ty B ¥ F® och @ € dom(f)
o a W Jx(Fr—Gx), ty dom(a) = {0}, a ¥ FO—-GO, ty §IF FO, p ¥ GO

Sa saken ar klar.

15) Vi skall visa att det inte finns nagon sentens i forsta ordningens predikatlogik (med
likhet) som &r sann precis om doménen antingen &r oédndlig eller har ett jamnt antal ele-
ment.

Antag att p ar en sadan sentens. Da dr ~ p en sentens som ar sann precis om doménen
ar andlig och har ett udda antal element. Nagon sadan finns inte enligt ” Tillampning 2” i
kompletteringsmaterial K2 till kursen.

(Lat A vara sentensméngden {~p, p1,p2,ps3 ...}, dir p; ir en sentens som &ar sann precis om
doménen har minst ¢ element (en sadan finns ju for alla 7). Da skulle varje dndlig delméngd
till A ha en modell (med tillréickligt stor udda domén”), men inte hela A (en modell for alla
D1,P2,P3, ... maste ha oandlig domén). Detta motsiager kompakthetssatsen, sa ett sadant
p finns inte.)

Saken ar klar.

16) Den givna sentensen  Vu3IX Vr (Xx—Jyx = u(y)) &r sann precis om det {or varje
val av Ref(f) : D — D finns Ext(P) C D sa att for alla o € D géller att o € Ext(P) omm
det finns 7 € D sa att o = Ref(f)(7), dvs precis om Ext(P) &r Ref(f):s virdeméngd. Den
finns ju for alla Ref(f), sa sentensen &r sann i alla tolkningar, dvs

svar: Sentensen ar en tautologi.



