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KTH Matematik

Tentamen i 5B1752 Optimeringslara for E.
Onsdag 10 januari 2007 kl. 8.00-13.00

Examinator: Krister Svanberg, tel. 790 71 37
Tillditna hjalpmedel: Penna, suddgummi och linjal. Ej raknare! Ett formelblad delas ut.

Losningsmetoder: Om ej annat anges i texten skall problemen losas med systematiska
metoder som €j blir orimliga vid stora problem. Slutsatser ska motiveras ordentligt.
Om ej annat anges i texten far kéinda satser anvindas utan bevis.

Bonus: Den som har minst 5 poéng fran hemuppgifterna ska hoppa 6ver uppgift 1(a).
Den som har minst 9 poédng fran hemuppgifterna ska hoppa 6ver hela uppgift 1.

For godkant kravs 25 poéng. 23-24 poang ger mojlighet att komplettera inom tre
veckor efter att tentamensresultatet har anslagits.

Behandla endast en uppgift per blad. Numrera sidorna och skriv namn pa varje blad.

1. (a) Ett foretag anvénder ravarorna Ry,..., R, for att blanda till produkterna
Py, ..., P,. For varje kg av produkt P; atgar a;; kg av ravara R;.
Foretaget kan kopa in R; till priset b; kr/kg och sélja P; till priset c¢; kr/kg.
Marknads- och lagerbegransningar gor att man inte vill blanda till mer &n hogst
d; kg per vecka av P; och inte kopa in mer an hogst e; kg per vecka av R;.
Ovan ar a;j, b;, ¢j, d;j och e; givna konstanter for i = 1,...,moch j=1,...,n.
Fragan dr nu hur manga kg av respektive produkt som skall blandas till per
vecka for att foretagets “vinst”, hér definierad som forsaljningsintikter minus
inkopskostnader, skall maximeras. Formulera detta som ett LP-problem! (5p)

(b) Betrakta LP-problemet

minimera c¢'x
da Ax =D,
x > 0,
dar ~
1 1 1 1 1 0 0 0 0 O 5
O 0 0o 0 0O 1 1 1 1 1 5
-1 0 0 0 0-1 0 0 O O -2
A=(0-1 0 0 0 O0-1 0 0 O0],b=]|-2],
O 0-1 0 O O O0O-1 0 O -2
o 0 0-1 0 O O O0O-1 0 -2
O 0 0 0-1 0 O O O0-1 -2
cT=(3 2 3 3 4 7 4 5 6 8)

Av det speciella utseendet pa matrisen A foljer att problemet P i sjalva verket ar
ett minkostnadsflodesproblem. Rita motsvarande natverk och verifiera darefter
att £ = (2,0,0,1,2,0,2,2,1,0)T ér en optimal 16sning till P. ............. (5p)
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2. Betrakta foljande linjara optimeringsproblem:

minimera 1z + 29 + dx3
da x1+ x0 >4,
T1+x3 >4,
To + x3 > 4,
z; >0, 7=1,2,3.

(a) Transformera problemet till standardform och 16s det med simplexmetoden.
Du maste starta med att lata x1, xo och x3 vara basvariabler (vilket visar sig

ge en tillaten men inte optimal baslosning). .......... ... ... (8p)

(b) Formulera det motsvarande duala LP-problemet och ange en optimal 16sning

till detta. Kontrollera speciellt att optimalvirdena &r lika. .............. (2p)
11077 11 -1
Frivillig rdknehjalp till (a)-uppgiften: 1 01 = 5 1 -1 1
0 1 1 —1 1 1

3. Lat 61, 2, 63 och 4 vara fyra stycken givna tal (som typiskt &r ganska “sma”) och
betrakta foljande ickelinjira minsta-kvadratproblemet i variabelvektorn x € IR?:

minimera f(x) = 3(h1(x)? + ha(x)? + h3(x)? + ha(x)?),

dar funktionerna h; ges av

(a) Antag forst att 61 =0, 62 =0, d3 =0 och §; = 0.

Visa att da &r % = (0,0)" en global minpunkt till f(x).

(Detta motiverar att vi anvénder denna punkt till startpunkt nedan.) ... (2p)
(b) Antag nu att 63 = —0.1, d2 = 0.1, 3 = —0.2 och d§4 = 0.2.

Genomfor en iteration med Gauss-Newtons metod utgaende

fran x(1) = (0,0)T. Kontrollera speciellt att din erhallna

punkt x uppfyller f(x®) < f(xM). ... (5p)
(c) Antag slutligen att 6; = 0.1, o =0.1, 3 =10.2 och 64 =0.2.

Visa forst att om man d& genomfor en iteration med Gauss-Newtons metod

utgaende fran x( = (0,0)7 sa blir x® = x(1).

Avgor sedan om denna punkt x(®) &r en lokal minpunkt till f(x). ....... (3p)



bB1752 Tentamen 2007-01-10 Sid 3 av 3

4. Betrakta foljande kvadratiska optimeringsproblem med linjara olikhetsbivillkor:

minimera 2% + 23 + z3
da x4+ a2 > 3,

x1+ 23 > 6,

x2+x3 > 7.

(a) Anvénd den iterativa metod som ingar i kursen for att bestdmma en

optimal 16sning. Du maste utga fran punkten x1 =1, x9 =2, z3 =5

(som &r tillaten men inte optimal). .......... .. ... oo (8p)
(b) Verifiera att din erhallna optimallosning %X tillsammans med en viss

vektor ¥ (som du forstas ska ange) uppfyller optimalitetsvillkoren

for problemet. ... (2p)

Observera:
Den frivilliga riknehjélpen fran uppgift 2 kan vara anvéndbar &ven i uppgift 4(a).

5. I denna uppgift betraktar vi miingden S = {x € IR3; |z1| + |z2| + |z3] < 1}, som
begransas av 8 st linjara olikhetvillkor : z; + 22 + 23 <1, 1 + 22 — x3 < 1, etc.
Lét q vara en given punkt i IR? som inte ligger i S, dvs q ¢ S, och betrakta problemet

minimera |x—q|? dax € S,

dir | - | betyder vanlig euklidisk norm i IR?, dvs |x—q|?> = (x—q)"(x—q).

Vi soker alltsd den punkt x i mangden S som ligger ndrmast den givna punkten q.

(a) Antag forst att q = (—0.5, 0.4, —0.4)T.

Visa, med hjalp av relevanta optimalitetsvillkor, att da ar

x = (—0.4, 0.3,—-0.3)7 en optimal 16sning till problemet. ................ (3p)
(b) Antag nu i stillet att q = (—0.8, 0.6, —0.1)T.

Visa, med hjalp av relevanta optimalitetsvillkor, att da ar

x = (—0.6, 0.4, 0)7 en optimal 16sning till problemet. ................... (3p)
(c) Antag slutligen att q = (—0.7, 1.9, —0.5)T.

Visa, med hjalp av relevanta optimalitetsvillkor, att da ar

x = (0, 1, 0)7 en optimal 16sning till problemet. ........................ (4p)

Lycka till!



