Lésningar till SF1852 Optimeringslira for E, 22/10-07

Uppgift 1.(a)

Infér foljande variabler:

Xgr, = antal kg hasselndt som anvénds till Lyxblandning.
Xpr = antal kg hasselndt som anvands till Familjeblandning.

X 1, = antal kg jordndt som anvénds till Lyxblandning.
X r = antal kg jordndt som anvénds till Familjeblandning.

Notmans vinst kan da tecknas:

35 (Xpr + Xyr) +22(Xgr + Xsp) — 20(Xpr + Xar) — 10(Xy + Xyr) =
(35 — 20) Xgr + (35 — 10) Xz + (22 — 20) X + (22 — 10) Xyp.

Kravet att Lyxblandningen ska innehalla minst 65% hasselnotter kan skrivas
Xpgr > 0.65(Xgy, + X ) eller, ekvivalent, 0.65 X5, — 0.35 Xy <0.

Kravet att Lyxblandningen ska innehilla hogst 80% hasselndtter kan skrivas
Xy < 0.80(Xpgp + X1 eller, ekvivalent, 0.20 X7, — 0.80 X < 0.

Kravet att Familjeblandningen ska innehalla minst 25% hasselnotter kan skrivas
Xur > 025 (Xgp + Xsr) eller, ekvivalent, 0.25 Xy — 0.75 Xpp < 0.

Kravet att Familjeblandningen ska innehilla hogst 40% hasselnétter kan skrivas
Xur <0.40(Xgp + X ) eller, ekvivalent, 0.60 Xgpr — 0.40 Xyp < 0.

Begrinsningen av tillgingen pa hassel- resp jordnétter kan skrivas
Xgr + Xgr < 600 och Xy + Xyr < 500.

Slutligen maste alla fyra variablerna vara. > 0.

Vi far alltsa LP-problemet:

maximera 15 Xgr +25X,, +2Xgr+12X,F

did 0.65 X, — 036Xy <0,
0.20 Xgr — 080X yr, <0,
0.25 X;r — 075 Xgp <0,
0.60Xgr — 040X <0,
Xy + Xgr < 600,
Xy + X5 <500,
X1, 20, Xpgr20,X51 20, Xyp 2 0.



Uppgift 1.(b)

Foérst anvinder vi Gauss—Jordans metod pa den givna matrisen

1 -1 0
A=(1 0 -1
0 1 -1

Addition av —1 gnger férsta raden till andra raden ger till resultat matrisen

1 -1 0
0 1 -1
0 1 -1

Addition av 1 ginger andra raden till forsta raden, samt addition av -1 gdnger andra raden
till tredje raden, ger till resultat matrisen

1 0 -1
0 1 -13="T.
0 0 0

Nu ar A dverford till trappstegsform med tva trappstegsetior.

En bas till R(A) erhalls genom att som basvektorer vilja de kolonner i A som
svarar mot trappstegsettor i T, dvs kolonnerna 1 och 21 A,

1 -1
De tva vektorerna | 1 | och 0 | utgor alltsd en bas till R(A)
0 1

En bas till A'(A) kan bestimmas enligt foljande:
Sitt 3 = 1 (den enda variabel som inte svarar mot en trappstegsetta)
och bestém sedan z; och zy (variablerna svarande mot trappstegsettor)

1
s& att Tx = 0. Det ger den férsta och enda basvektorn | 1 | till N(A).
1

Nu anvinder vi Gauss—Jordans metod péd matrisen

1 1 0
At=|[-1 0 1
0 -1 -1

Addition av 1 ginger férsta raden till andra raden ger till resultat matrisen

1 1 0
0 1 1
0 -1 -1



Addition av —1 ginger andra raden till férsta raden, samt addition av 1 ganger andra raden
till tredje raden, ger till resultat matrisen

1 0 -1 _
6 1 1|=T
0o 0 0

Nu ar AT overford till trappstegsform med tvd frappstegsettor.

En bas till R(AT) erhalls genom att som basvektorer valja de kolonner i AT som
svarar mot trappstegsettor i T, dvs kolonnerna 1 och 21 AT,

1 1
De tva vektorerna | —1 | och [ 0 | utgdr alltss en bas till R(AT)
0 -1

En bas till N(AT) kan bestdmmas enligt foljande:
Sitt y3 = 1 (den enda variabel som inte svarar mot en trappstegsetta,)
och bestam sedan y; och y2 (variablerna svarande mot trappstegsettor)

1

s4 att Ty = 0. Det ger den forsta och enda basvektorn | —1 | till & (AT).
1



Uppgift 2.(a)

Den i uppgiften féreslagna 16sningen uppfyller balansekvationerna i alla noder och inga
bagfdden dr negativa. Vidare svarar den mot ett uppspinnande trid i nitverket, med
basbagarna Bg = {(1,3), (1,4), (2,4), (2,5)}. Den foreslagna losningen ar alltsa en tillaten
baslosning,.

De reducerade kostnaderna ges ur formeln
rij = Cij — yi +y; for alla icke-basbigar,
dér skalirerna (simplexmultiplikatoreria) y; ges ur formeln
yi — y; = ¢i; fOr alla basbdgar samt y5 = 0.

Skalarerna, y; beridknas i exempelvis foljande ordning:
Férst sitts ys = 0, vilket géller per definition.
Basbagen (2,5) ger sedan att yo —y5 = co5, dvs o = 4.
Basbégen (2,4) ger sedan att yo — yq = a4, dvs ys = 2.
Basbagen (1,4) ger sedan att iy — y4 = c14, dvs y; = 5.
Basbagen (1,3) ger sedan att ¢ — yz = c13, dvs y3 = 0.

Ni#sta steg ar att berikna reducerade kostnaderna for icke-basvariablerna, vilket ger
rs=cs—y1+y=7-5+0=2,
roas=cu—12+y=3—-4+0=-L

Eftersom 793 = —1 ska vi 1ita w93 bli ny basvariabel.

Motvarande bége (2,3) bildar en slinga i natverket tillsammans med tradbagarna
(1,3) (baklanges), (1,4) (framlinges) och (4,2) (baklanges).

Flodet i bigen (2, 3), dvs o3, kan 6ka till 200 innan en av baklangesbigarnas fléde
har gatt ner till 0, ndmligen zg4. Zo3 blir alltsa ny basvariabel i stillet for z24.
Den nya tillitna baslosningen blir foljande:

*13 = 200, T14 = 500, Tog = 200, Toy = 600, 6vriga Tij = 0.

Nu beriknas skaldrerna y; svarande mot denna nya baslosning:
Forst satts ys = 0, vilket giller per definition.

Basbégen (2,5) ger sedan att y2 — ys = cg5, dvs g2 = 4.
Basbégen (2,3) ger sedan att yo — y3 = c23, dvs y3 = 1,
Basbagen (1,3) ger sedan att 4 — 3 = c13, dvs n = 6.
Basbagen (1,4) ger sedan att ¢ — ya = c14, dvs ¥4 = 3.

Nu bersknas reducerade kostnaderna for icke-basvariablerna, vilket ger
rs=cis—n+tys=7-6+0=1,
rgg=cyg— Yoty =2-4+3=1

Eftersom alla r;; > 0 s& dr den givna tilldtna baslésningen optimal.

Optimalvirdet 8r 5-200 + 3 - 500 + 3 - 200 + 4 - 600 = 5500.

Anmirkning: Problemet kan ocksd 16sas som ett transportproblem.



Uppgift 2.(b)

Flidesbalansvillkoren i de fem noderna kan skrivas Ax = b, dér

1 1 1 0 0 0 700 13

o 0 o0 1 1 1 800 T14
A=|-1 0 0 -1 ©0 0], b=]|—400 | och x=| %1
0 -1 0 0 -1 0 —500 23

0 0 -1 0 0 -1 —600 T4

25

Vektorn med kostnadskoeflicienter ges av

¢ = (c13, C14, €15, C23» €24y C25) " = (5,3, 7, 3, 2, 4)7.
Att bdgarna ar (enkel-)riktade ger kravet att x > 0.
Uppgift 2.(c)

Om primala problemet &r pé standardformen

minimera ¢'x

di Ax=bh,
x>0,

sd ar det duala problemet pé formen: maximera b’y di ATy < ¢, som hér blir:

maximera 700y; + 800y, — 400y3 — 500y, — 600ys
da Nn—ys S 5:

nm—va<3
y1—ys < T,
yZ_y353:
Y2 —Ys < 2,
Yo~ ys < 4

Optimal 1dsning ges av (a)-uppgiften, dvs 41 =6, y2 =4, y3 =1, ya = 3, y5 = 0.
Denna 18sning uppfyller bivillkoren ovan och har duala malfunktionsvardet

700 - 6 -+ 800 - 4 — 400 - 1 — 500 - 3.— 600 - 0 = 5500 = primala malfunktionsvardet.



Uppgift 3.
Kalla vy och vy fér x5 och zg. D4 &r Fasl-problemet ett LP-problem pé standardformen

minimera c¢'x

dd Ax=b,
x>0,

BrAa=|22%2 L -1 0], b=(6) och T =(0,0,0,0,1,1).

12 -1 -2 01 8
Startlosningen ska ha startbasvariablerna zs och zg, dvs 8 = (5,6) och § = (1,2, 3,4).

Motsvarande basmatris ges av Ag = [ Lo } , medan A; = [ 22 1 -1 ]

01 12 -1 -2

Basvariablernas virden i baslosningen ges av xg = b, dér vektorn b beriiknas ur
ekvationssystemet Agb =b,

(1 0] /&) _ (6 AL
dvs 0 1] (52) = (8)’ med lésningen b = (52) = (8)

Vektorn y med simplexmultiplikatorerna vérden erhélls ur systemet AEy = cg,

(1 0] () _ (1 AT A
dvs 0 1) (yz)—(l>,medlosn1ngen y—_(yg)_(l).

Reducerade kostnaderna for icke-basvariablerna ges av

2 2 1 -1
r:sr = C} - yTA5 = (01 0,0, 0) - (1? 1) |: 1 2 -1 _2] = (_33 —4, 0, 3)
Eftersom rs, = ro = —4 &r minst, och < 0, ska vi 18ta z; bli ny basvariabel.

D4 behdver vi berdkna vektorn &, ur systemet Aga; = ag,

1 0 a2 _ (2 __fapy _ (2
dvs [0 1] (ﬁzz) = (2>, med losningen &y = (ﬁzz) = (2)

Det storsta varde som den nya basvariabeln z; kan Okas till ges av

b; ) 6 8 6 51
max _ i RN = i W 2
t —mim{ai2 la,2>0} mm{z, 2} R

Minimerande index ar 7 = 1, varfor zg, = =5 inte ldngre far vara kvar som basvariabel.
Dess plats tas av z2.

Nu éir alltsd 8 = (2,6) och & = (1,6,3,4).

2 O},medan A(s:[

21 1 -1
2 1 ’

Motsvarande basmatris ges av Ag = [ 10 -1 —2

Basvariablernas virden i baslésningen ges av xg = b, dir vektorn b beridknas ur
ekvationssystemet Agb = b,

2 0] /b1 _ (6 - () _ (3
dvs [2 1] (!—)2)—(8),medlosmngen b~(62>—(2).



Vektorn y med simplexmultiplikatorerna varden erhills ur systemet Agy = cg,

2 2 iy 0 . _ ¥y -1
dvs [O 1](yz)—(1),medlosmngen y_(m)_( 1).

Reducerade kostnaderna for icke-basvariablerna ges av

21 1 -1
J=cf -y as=0.100-¢10 3 5 1 |-z

Eftersom rs > 0 sa &r den aktuella baslésningen optimal.

Darmed ar punkten ;1 =0, 290 =3, 23 =0, 24 =0, 25 = 11 = 0, 25 = vg = 2 optimal,
Optimalvirdet dr vy + v =2 > 0.

Vi kan nu dra slutsatsen att det inte finns nigon lésning till det ursprungliga systemet av
linjira ekvationer och olikheter. Argumentet r féljande: Antag att det funnes en 18sning
(1, x2, 23, z4) till det ursprungliga systemet. Denna lésning skulle da, tillsammans med
(v1, vo) = (0,0), utgdra en tilldten 16sning med malfunktionsvirdet vy + v = 0 till Fasl-
problemet. Men detta leder till en motsiigelse, eftersom vi redan har konstaterat att opti-
malvirdet till Fasl-problemet ar = 2.



Uppgift 4.(a)

Vi har ett problem pd formen: minimera f(x)} = Ix"Hx +¢'x dd Ax =D,
1600 -1
. 0200 -2
dir A=[1 11 1], b=1, H= 0040l ¢=1_4
0.0 0 8 -8
Optimalitetsvillkoren ges av Hx — ATu= —¢ och Ax=Db,
vilket ger foljande ekvationssystem i x € IR? och u € R:
10 0 0 -1 x 1
0200 -1 T 2
00 40 -1 z3 | = |4
0008 -1 T4 8
1111 0] \u 1
Efter ndgra mycket enkla radoperationer erhills det ekvivalenta systemet
1 000 -1 zi 1
01006 —-1/2 Zo 1
0010 -1/4 z3 | = 1
0 001 -1/8 24 1
[0 0 0 0 15/8 u -3

med den unika lésningen « = —1.6 och % = (—0.6, 0.2, 0.6, 0.8)T.
Uppgift 4.(b)

Det dr valkint att om H ar positivt semidefinit s ir de ovan anvinda optimalitetsvillkoren
Hx — ATu = —c och Ax = b bide nédviindiga och tillriickliga fér en global optimallésning
till minimeringsproblemet. Hir 4r ¥ dr en diagonalmatris med positiva diagonalelement,
vilket medfor att H positivt definit och ddrmed aven positivt semidefinit.

% = (0.6, 0.2, 0.6, 0.8)7 &r alltsd en global optimalldsning till problemet.



Uppgift 5.(a)

(1 +2)%+ 22 -5 % +4 2o
-9 2 2 _ _
Vi har att h(x) = (321 ) +$g 3 och Vh(x) = 2z — 4 2z
i+ (22— 2)* — 6 %8, 2z —4
z% + (22 + 2)2 — 2. 92, 2wy +4
-1 4 0
Vi ska starta i (0 = (0,0)T. Dédr h(xM) = | _, | oan Vhe)=| Tg
2 0 4

I Gauss-Newtons metod ska man 16sa systemet Vh(x())TVh(x(1)d = —Vh(xD)Th(x(1),

32 0 d] — 8 . . (1) _ ]./4
dvs [ 0 32] (d2> = (_16>,med 16sningen d'Y/ = ~1/2)

Vi provar £ = 1, s att x2 = x( 4 ¢;dD) = x() + 40V = (_1;;) D4 blir
(9/4)? +(1/2)2 -5 5/16
(7/4)% +(1/2)* - 3 5/16
@) = = (2)y = = f(xD
h(x(%) (1/4)2 + (8/2)° — 6 5/16 och f{x) =25/128 < 5 = f(x1),
(1/4)% + (3/2)% — 2. 5/16

s3 steget ¢; = 1 gick bra. Dérmed har vi utfort en iteration med Gauss-Newtons metod.
Uppgift 5.(b)
Vid Newtons metod, utgiende frin samma, startpunkt x(I) = (0, 0)T som ovan,

ska man i stillet 16sa ckvationssystemet F(x(1)d = —~V f(x()T,
dar F(x() &r Hessianen av f i x(1).

Fér ickelinjira minsta-kvadratproblem kan detta system skrivas

m

(Vh(x(l))TVh(x(l)) s hi(x(l))Hi(x(l))) d = —Vh(x)Th(x),
i=1

dar H;(x(1) ar Hessianen av h; i x{1),

9 0

I vart fall 4r H;(x) = [ 0 2

] for s = 1,2, 3,4, oberoende av x.

D& blir Z hi(xMH (x() = (Z hi(x(l))) H;(x1) =0 H;(xM) = [8 8]
i=1 i=1

Dirmed ir Newton-systemet F(x())d = ~Vf(x{))T identiskt med
Gauss-Newton-systemet Vh(x(1)TVh(x()}d = —Vh(x{)Th(x1).
Dirfor blir nista iterationspunkt x(2 densamma fér biigge metoderna.

Uppgift 5.(c) Det giller hir att avgora om F(x)) &r positivt semidefinit for alla x € IR”.
En del kalkyler visar att F(x) faktiskt 4r positivt definit for alla x € JR™, vilket betyder att
f inte bara ér konvex utan till och med strikt konvex pa hela IR™.



Uppgift 6.(a)

Problemet kan skrivas pa formen: minimera f(x) dd g;(x) <0 for i =1,2, dar

fx) =z} + 23+ (25-2)%, qi(x)=(z1-1)2+23+2% -1, go(x) =2} + (22— 1)? + 2} — L.
Motsvarande Lagrangefunktion ges d& av L{x,y) = f(x) + y191(X) + y2g2(x) =

2%+ 23 + (2322 + n((z1—-1)% + 23 + 22 — 1) + yo(z? + (22— 1)2 + 2% - 1).
KKT-villkoren kan delas upp i fyra grupper enligt féljande.

(KKT-1}) &8L/0z; =0 forj=1,2,3:
2z1 + 2y (21 — 1) + 24021 = 0,
2x2 + 2y1%2 + 2y2(ze — 1) =0,
2(z3 — 2) + 2y123 + 24273 = 0,

(KKT-2) Tilldten punkt, dvs g;(x) < 0 fori=1,2:
(z1~1)% + 22+ 23 —1 <0,
2+ (z2—-1)2 + 2% - 1 <0,

(KKT-3) Lagrangemultiplikatorerna icke-negativa:
T 2 07
y2 20,

(KKT-4) Komplementaritetsvillkor, dvs y;9;(x) =0 for 1 = 1,2:
yl((m1—1)2 + .’B% 4 56% — l) =0,
yo(z} + (w3~ 1)% + 25 - 1) = 0.

Uppsift 6.(b) Antag forst att x = (0, 0, 2)T.

D4 6vergar KKT-1 till

—291 = D:
—2y2 = 0,
0=40

som ar uppfyllt fér y; = y2 = 0, medan KKT-2 6vergar till
1+0+4-1<0,
0+1+4~1<0,

som inte stimmer! x = (0, 0, 2)7 &r alltsd ej en KKT-punkt.

. 11 2\
Uppgift 6.(c) Antag nu att x = (5’ 5 §) .
D4 dvergar KKT-1 till

2/3 — dy1/3+ 2y2/3 = 0,
2/3+2y1/3 — 4ya/3 = 0,
~-8/3 +4y1/3 +4y2/3 =0,
som ir uppfyllt om och endast om y; = 1 och y = 1.
KKT-2 Gvergar till
4/9+1/944/9 -1 <0,
1/94+4/9+4/9-1<0,
som &r uppfyllt eftersom bégge vinsterleden = 1.

10



Enligt ovan ir y1 = y» = 1, vilket gor att KKT-3 uppfyllt.
Slutligen dr KKT—4 uppfyllt eftersom bada vansterleden i KKT-2 ar = 0.
11 2\
X = (§ )30 5) ar alltsd en KKT-punkt.
Uppgift 6.(d)
Saval den kvadratiska malfunktionen f som de bigge kvadratiska bivillkorsfunktionerna g;

har andraderivatsmatrisen [{2} g ], som ar en positivt definit matris.

Diarmed ar bade méalfunktionen och bivillkorsfunktionerna konvexa, varfér det betraktade
problemet &r ett konvext optimeringsproblem. Vidare uppfyller exempelvis x = (0.5, 0.5, 0)T
samtliga bivillkor med strikt olikhet, s det betraktade problemet ar ett reguldri konvext
problem. Det betyder att en punkt x ir en globalt optimal lésning till problemet om och
endast om x &r en KKT-punkt.

112y
373’3
en global optimallésning, vilket visar att det verkligen finns en global optimallosning.

Men eftersom enligt ovan x = ir en KKT-punkt, si &r ddrmed denna punkt

11



