KTH Matematik

Tentamen i SF1851 Optimeringslara for E.
Mandag 22 oktober 2007 kl. 8.00-13.00

Examinator: Krister Svanberg, tel. 790 71 37
Tillstna hjalpmedel: Penna, suddgummi och linjal. Ej riknare! Ett formelblad delas ut.

Losningsmetoder: Om ¢j annat anges i texten skall problemen 15sas med systematiska
metoder som ¢j blir orimliga vid stora problem. Slutsatser ska motiveras ordentligt.
Om ej annat anges i texten far kinda satser anviindas utan bevis.

Bonus: Den som har minst 5 poéng frin hemuppgifterna ska hoppa over uppgift 1(a).
Den som har minst 9 poéng frn hemuppgifterna ska hoppa over hela uppgift 1.

Fér godkant krivs 25 poéng. 23-24 poang ger mojlighet att komplettera inom tre
veckor efter att tentamensresultatet har rapporterats in. Kontakta examinator.

Behandla endast en uppgift per blad. Numrera sidorna och skriv namn pd varje blad.

1. (a) Notman AB producerar och saljer tva nétblandningar: Lyxblandning och Famil-
jeblandning. Béada blandningarna ir sammansatta av enbart hasselntter och
jordnétier. Enligt varudeklarationen ska Lyxblandningen innehélla mellan 65%
och 80% hasselnétter (och siledes mellan 20% och 35% jordnotter) medan
Familjeblandningen ska innehélla mellan 95% och 40% hasselnotier (och siledes
mellan 60% och 75% jordndtter).

Nétmans inképspriser &r 20 kr/kg for hasselnotter och 10 kr/kg for jordnotier.
Tillgdngen pd ndtter som NGtman kan kopa in under den aktuella planerings-
perioden 3r begransad till 600 kg hasselnotter och 500 kg jordnotter.
Notmans forsaliningspriser ar 32 kr/kg for Lyxblandning och 18 kr/kg for Famil-
jeblandning. Efterfrigan antas ej vara nigon begrinsande faktor, dvs Notman
kan (till dessa priser) sélja allt man producerar .

N&tman undrar nu hur mycket av respektive blandning man ska producera, och
hur respektive blandning ska sammansittas, under den aktuella perioden. Man
vill maximera intakterna fran forsiljning minus kostnaderna for notinkop.

Din uppgift ir att formulera Notmans problem som ett LP-problem.

Du ska diremot inte berakna nigon optimal 16sning till problemet.

Forklara din formulering noggrant. ........oocoiiiiiiiiiiiaiiriees 5p)
1 -1 0
(b) I denna uppgift ar A=|1 0 -1
0 1 -1

Bestim en bas till vart och ett av de fyra fundamentala underrummen
gl A, dvs i1l R(A), N(A), R(AT) och N(AT). .ooooiivriiene (4p)
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2. DBtt givet riktat ndtverk har nodméngden N ={1,2,3,4,5} och bagmangden
B={(1,3), (1,4), (1,5), (2,3), (2,4), (2, 5)} (enkelriktade bégar).
Nitverket har tva stycken killnoder, nod 1 med tillgangen 700 enheter och nod 2
med tillgdngen 800 enheter, samt tre stycken sianknoder, nod 3 med efterfragan 400
enheter, nod 4 med efterfrigan 500 enheter och nod 5 med efterfragan 600 enheter.
Flodeskostnaden c;j, i sorten kkr per enhet fldde, for respektive bage (4, j} i natverket
ar enligh foljande: c¢13 =95, €14 = 3, cis="T,c8 =3, Ct = 2, cos = 4.

(2) Bestéim, med en systematisk metod frén kursen, ett fléde av minimal kostnad
som uppfyller kraven pé tillgdng och efterfrigan enligt ovan. Utga frin foljande
tillitna baslésning:

3 = 400, T4 = 300, Taq = 200, oy = 600, 6vriga, Ty = 0 ... (6p)

(b) Problemet kan formuleras som ett L.P-problem pé standardform, dvs pa formen
minimera ¢'x di Ax = b och x > 0. Ange vad A, b och c &r i detta fall. (2p)

(c) Formulera i detalj det motsvarande duala LP-problemet och ange en optimal
16sning till detta duala problem. Verifiera speciellt att optimalvérdena (primala
och duala) GVerensstAMMEr. ... ......ouierveruunnrue (2p)

3. I denna uppgift ska du besvara frégan huruvuda det finns nagon 18sning eller €] till
f5ljande system av linjara ekvationer och olikheter:

2, + 239 + 33 — x4 = 6,
z1 + 2y — T3 — 2z, = §,
k3| > 0,
H > 0)

T3 2 07

zy = 0.

Du ska besvara frigan med hjilp av optimallosningen till féljande LP-problem
(som brukar kallas “Fasl-problemet”) i variablerna 1, %2, 3, T4, V1 och wvg:

minimera vy + U2

di 22 + 229 + %3 — T4 + 01 = 6,
Ty + 23 — x3 — 214 + vy = 8,

T 2 03

z2 2 0:

3 2 01

T4 > 0,

m > 0,

we = 0O

Anviind simplexmetoden, med “de artificiella” variablerna vy och v2 som
startbasvariabler, for att lésa detta LP-problem.
Besvara sedan den ursprungliga frégan. ... (6p)
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4. I denna uppgift ar f(x} = 1xTHx + c'x,
1000 -1 T
. 16200 1 -2 ol m |
dir H= 00400 c=1} _4 och x= s | = variabelvektorn.
0 0 0 8 -8 T4
(a) Bestdm en punkt X € JR* som minimerar f{x) under bivillkoret att
ol +$2+$L‘3+.’L‘4.= ) [ R R R (ﬁp)
(b) Motivera hur du vet att det verkligen #r en minpunkt du har bestamt,
och inte t ex en sadelpunkt. Kénda satser far anvandas. ....oeeeieeieeens (1p)

5. Betrakta foljande ickelinjara minsta-kvadratproblemet i variabelvektorn x € IR%:
minimera f(x) = 3(h1(x)* + ho(x)? + ha(x)? + ha(x)?), dér

o () = (a1 +2)% + 75 = 5,

ho(x) = (21 — 2)2 + 23 - 3,

ha(x) = 23 + (w2 — 2)° — 6,

ha(x) = 23 + (22 +2)° — 2.
(a) CenomifGr en iteration med Gauss-Newtons metod utghende fran x(1) = (0,0)7.
Kontrollera att din erhlina punkt x(2) uppfyller Fx@ < f (=), ... (5p)

(b) Ett alternativ vore forstas Newtons metod for att minimera f(x).
Visa att pé just detta problem, och frén just denna startpunkt x1) 3
blir nista iterationspunkit x(2) densamma med Newtons metod som med
Gauss-Newtons Metod. «..ovvereerusansseereenerenmrsrmrtrrent (2p)

(¢) Ar malfunktionen f (x) en konvex funktion p4 hela IR?? Motivera svaret. (2p)

6. Antag att man vill bestamma den punkt i IR® som ligger nirmast punkten (0,0, 2)7
bland alla punkter i R? som ligger pé hogst avstindet 1 fran sival punkten (1,0, 0)"
som fran punkten (0,1, 0)7. Detta problem kan formuleras pé foljande satt:

minimera 72 + 23 + (r3—2)°
dd (z1-1)2+a3+23 <1,
22 4+ (22— 1)2 + 2§ < L.

(a) Stall upp KKT-villkoren £5r PrODIEMEt. .. vvrcenrronreenrasr e (1p)
(b) Avgdr om x = (0,0, 237 &r en KKT-punkt. (Dvs en punkt som
tillsammans med skaldrer y; uppfyller samtliga KKT-villkor.) ........... (1p)
11 2\"
(c) Avgdr om x = (§ 1303 ) aren KKT-punkf. ....coovveaiiirrieens (5p)
(d) Finns det ndgon globalt optimal 16sning till problemet?
Motivera svaret utforligt. Kinda satser f5r anvandas, ..eeeiiieiiieneen (2p)

Lycka. till!



