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1 Mingdliara

Hér kommer fyra tips pa hur man visar saker om méngder:

1. Visa att x € A.

Har ska man alltsa visa att z uppfyller de villkor som definierar vilka
element som tillhér méngd A. Om exempelvis A = {1,2,3} dr det up-
penbart att 2 € A, men om A = {z : villkor pa x} sa maste man visa
att z uppfyller de ndmnda villkoren. Om A = BN C sa maste man visa
att x € B och x € C, medan om A = B U C sa racker det att visa att
x € B eller z € C (eller bada).

2. Visa att A C B.

Tag ett godtyckligt element z € A. Anvind nu definitionen fér méngden
A for att skriva ner vilka villkor som finns pa z. Visa sedan att x € B.
Eftersom x var godtyckligt sa betyder detta att alla x € A uppfyller
x € B, det vill sdga A C B.

3. Visa att A = B.
Vi visar forst A C B och sedan B C A. Da har vi visat att alla element i
A ligger i B och att alla element i B ligger i A. Det foljer da naturligtvis
att A = B.

4. Visa att A = 0.

Minns att () betecknar denna tomma méngden, det vill siga en méngd
som inte innehaller nagra element alls. Det som ska visas &r alltsa att
det inte kan finnas nagra element i A.

Antag till att borja med att x € A. Anviand definitionen av A for att
skriva ner vilka villkor som da stills pa x. Visa att dessa villkor &r
omdojliga (att de leder till en motségelse). Alltsa kan det inte vara sa att
x € A, oavsett vilket x vi viljer. Alltsa innehéaller inte A nagra element.

Lat  vara en godtycklig mingd. Vi kommer att antaga att alla méngder
A, B,C, ... ar delméangder till Q. Lat oss gora foljande definitioner:

1. A\B={x€ A:z¢B}

2. A=Q\A={z€Q:zdA}

3. AAB ={z € Q : z tillhor en av A och B men inte bada}
Ovning 1.1. Visa att A\ B C AAB.
Ovning 1.2. Visa att AAB = (A\ B)U (B )\ A).

Ovning 1.3. Tva mingder B och C sigs vara disjunkta om de inte har
nagra gemensamma element. Visa att B och C &r disjunkta om och endast
om BNC = 0.



Ovning 1.4. Visa att A och A¢ ar disjunkta.
Ovning 1.5. Visa att Q = AU A€,

Ovning 1.6. Symbolen n! definieras som n! = 1-2-3---n och kallas n-
fakultet. Exempelvis har vi att 1! = 1, 2! = 2, 3! = 6 och 5! = 120. Lat
Ap={kn : k=1,2,3,...}. Visaatt nl € A;nNAyN---NA,, for varje heltal
n>1, men att Ay N Ay NAzN--- = 0.

Ovning 1.7. Lat N = {0,1,2,...} och B, = {1,2,...,n} for n = 1,2,3,....
Visa att N\{O}:B1UBQU33U"'.

Ovning 1.8. Visa att (ANC)U(BNC%))° = (A°NC)U (B°NC°).



2 Ekvivalensrelationer och implikation

Lat A vara en mingd. Vi minns f6ljande definitioner: En relation R pa A ar
en méngd som bestar av ordnade par (z,y) dir z,y € A. Om (x,y) € R sa
skriver vi x Ry. En ekvivalensrelation &r en relation R som uppfyller:

1. (Reflexivitet) For alla x € A géller zRx.
2. (Symmetri) For alla z,y € A giller att om xRy sa giller &ven yRx.

3. (Transitivitet) For alla x,y, z € A: Om xRy och yRz sa zRz.

En sak som kan vara bevistekniskt svart dr att anvinda en implikation, det
vill sidga ett pastaende som "om P sa Q7. Har ar P och Q nagra pastaenden
som kan vara sanna eller falska, exempelvis "manen &r en ost”, ”det regnar”
eller 7z Ry géller”. En vanlig beteckning for "om P s& Q7 a&r P = Q.

I detta sammanhang dyker implikationer upp nir man visar symmetri och
transitivitet hos ekvivalensrelationer. Det som ska visas &r alltsa exempelvis
att 7om xRy sd yRx”, for godtyckliga x och y. For att visa en implikation ”om
P sa QQ” sa antar man att P dr sant och visar utifran detta antagande att Q ar
sant. Da har man visat att sa fort P &r sant sa &r dven Q sant. Men ddremot
har man inte visat det omvéanda. Det behover inte vara sa att sa fort Q &r sant
sa maste P vara sant. Att P = Q &r inte samma sak som att Q = P.

Om bade P = Q och Q = P giller sa séger vi att P och Q ar ekvivalenta,
eller att ”P om och endast om Q”. Detta betecknas P «<— Q.

Lat oss ta ett konkret exempel. Betrakta pastaendet ”om bilen startar sa finns
det bensin i tanken”, som ju &r sant (om vi antar att det dr en bensindriven
bil vi talar om). Detta &r av typen "om P sa Q”. Till att borja med sa &r det
inte sant att "om det finns bensin i tanken sa startar bilen”. Alltsa &r inte
"om P sd Q7 samma sak som "om Q sa P”. Vidare &r pastaendet ”om bilen
startar sa finns det bensin i tanken” sant oavsett om bilen startar eller inte.
Alltsa kan pastaendet om P sa Q7 vara sant &ven om P &r falskt.

For att visa "om P s& Q7 finns det tva huvudsakliga sétt, dir det forsta &r
det vanligaste.

1. Antag att P &r sant. Anvénd detta antagande for att visa att Q dr sant.

2. Antag att Q &r falskt. Anvind detta antagande for att visa att P &r
falskt.

Det ar viktigt att poédngtera att dessa ar hypotetiska antaganden och resone-
mang. Det enda som visas i exempelvis punkt 2 ar att under antagandet att
Q ar falskt foljer det att P ar falskt. Det betyder inte att P maste vara falskt!
Det betyder bara att P maste vara falskt sa fort Q Ar falskt.

Till sist, ndr man siger ”for alla z,y € A” sa betyder det inte att x och y maste
vara olika. For det mesta dr de det, men vi ska betrakta alla méjligheter att



vilja x € A och att vilja y € A och nagra av dessa mojligheter &r att « och y
ar samma element.

Ovning 2.1. Lat K vara en kropp (se Definition 3.2.1 i kompendiet). Lat
x,y,z € K. Visa foljande:

1.Omzx+y=ysaxz=0.
2.0mz#0ochz-z=y-zsaz=y.
3.0Omy#0ochz-y=ysax=1.

4. Om z 4+ y = 0 sa giller y = —x.

Anmdrkning: Kom ihag att K &r en godtycklig méngd med nagra (abstrak-
ta) operationer + och - och inte nédvandigtvis innehaller tal, sa anvind inte
vanliga rikneregler for tal, utan bara definitionen av kropp.

Ovning 2.2. Lat A = {4,7} och R = {(4,4),(7,7)}. Visa att R &r en ekviva-

lensrelation.

Ovning 2.3. Lat A vara en godtycklig icke-tom méngd. Visa att = &r en
ekvivalensrelation pa A. Observera att foregaende uppgift dr ett specialfall av
detta.

Ovning 2.4. Lat B = {1,2,3} och S = {(1,1),(1,2), (2,1),(2,2), (3,3)}. Visa
att S ar en ekvivalensrelation.

Ovning 2.5. Betrakta méngden Z = {... —2,-1,0,1,2,...} och lat n € Z
vara konstant. Lat for x,y € Z relationen z =y (mod n) betyda att det finns
ett heltal k£ sadant att x = y + kn. Visa att denna relation #r en ekvivalens-
relation. Ledning: Hér betraktar vi alltsa en relation R dér xRy betyder att
x =y (mod n). Se ocksa Exempel 1.3.7 i kompendiet.

Ovning 2.6. Lat Ay, Ay, ..., A, vara disjunkta méngder (se Ovning 1.3) och
A=A 1UAU---UA,.

Lat xRy betyda att det finns ett heltal £k med 1 < k < n sadant att x € Ay
och y € Ag. Visa att R #r en ekvivalensrelation pa méngden A. (Vad &r dr
ekvivalensklasserna till R?)

Ovning 2.7. Lat A; = {1,2,...,i} fori =1,2,...0och A = AjUA;U---. Lat
xRy betyda att det finns ett heltal k£ > 1 sadant att x € Ay och y € Ag. Visa
att R &r en ekvivalensrelation pa mangden A.

Ovning 2.8. Lat A; = {i,i+ 1} fér i = 1,2,...,noch A = A U---UA,,
dir n > 2. Lat xRy betyda att det finns ett heltal £ med 1 < k < n sddant
att x € A och y € Ag. Visa att R inte &ar en ekvivalensrelation. JAmfor med
foregaende tva uppgifter.



3 Losningar

Ovning 1.1. Tag = € A\ B. Det betyder att 2 € A och att = ¢ B. Alltsa
tillhor o en av A och B, men inte bada, och dirmed géller x € AAB. Eftersom
x var godtycklig betyder detta att x € AAB for alla x € A\ B, det vill siga
att A\ B C AAB.

Ovning 1.2. Tag z € AAB. Det betyder att z tillhér en av A och B men
inte bada. Vi har tva fall:

Till att borja med kan € A och = ¢ B. Da giller per definition x € A\ B.
Eftersom A\ B &r en delméngd till (A\ B) U (B \ A) sa giller dven z €
(A\ B)U(B\ A).
Det andra fallet &r att € B och ¢ A, det vill sidga att x € B\ A C
(A\ B)U(B\ A).

I bada fallen far vi alltsa att x € (A\ B)U(B\A), och eftersom x var godtycklig
sa betyder detta att AAB C (A\ B)U (B \ A).

Omvént, tag x € (A\ B)U (B \ A). Det betyder att x € A\ B eller x € B\ A.
I bada fallen tillhor z en av A och B men inte bada. Alltsa giller z € AAB.
Eftersom x var godtycklig sa foljer det att (A\ B)U (B \ A) C AAB.

Nu har vi visat att AAB C (A\B)U(B\ A) och att (A\B)U(B\A) C AAB.
Det betyder att AAB = (A\ B)U(B\ A).

Ovning 1.3. Antag att B och C &r disjunkta. Antag att € BN C, det
vill sdga att z € B och x € C. Men detta betyder att B och C har x som

gemensamt element, vilket motséiger att B och C &r disjunkta. Alltsa maste
BnC=0.

Omvint, antag att BN C = (. Det betyder att det inte finns nagot element
som tillh6ér bade B och C. Alltsa har B och C' inga gemensamma element, det
vill séiga att B och C' &ar disjunkta.

Nu har vi alltsa visat tva saker, dels att om B och C &r disjunkta sa giller
BNC =0, dels att om BNC = 0 sa dr B och C disjunkta. Tillsammans
betyder detta att B och C #r disjunkta om och endast om BN C = ().

Ovning 1.4. Enligt féregaende uppgift éir det vi ska visa att ANA° = (. Antag
att x € AN A°. Det betyder att x € A och att x € A°. Det senare betyder per
definition att = ¢ A, vilket dr en motsigelse. Alltsa maste A N A° = ().

Ovning 1.5. Tag 2 € Q. Vi har tva fall: 2 € A och = ¢ A. T det forst fallet
géller naturligtvis x € AUA®. I det andra fallet har vi per definition att x € A¢,
och darmed att x € AU A°. I bada fallen giller alltsa x € AU A° och eftersom
x var godtycklig sa foljer Q C AU A°.

Omvint, antag att x € AU A€, Vi vet att A C Q och att A° C Q. Alltsa maste
x € Q. Detta visar att AU A° C , och tillsammans med ovanstaende far vi
Q=AU A"



évning 1.6. Lat n vara ett heltal med n > 1. Tag ett heltal ¢ med 1 < ¢ < n.
Notera att n! = kidark=1-2---(i—2)-(i—1)-(i+1)-(i+1)--- (n—1)-n > 1.
Alltsa giiller n! € A;, och eftersom ¢ var godyckligt sa géller n! € A; for alla
i =1,2,...,n, det vill siga n! € A1 N AsN---N A,. Nu, eftersom n var
godtyckligt sa géller n! € A1 N---N A,, for alla heltal n > 1.

Vidare, antag att x € A1 N Aa N ---. Det betyder att x € A,, for alla heltal
n > 1. I synnerhet géller x € Ay = {1,2,3,...}, det vill siga x &r ett positivt

heltal. Lat m = x + 1. Da géller z < m < 2m < 3m < ---, och i synnerhet
x # kmfor k=1,2,...,sa z ¢ A,. Men detta motséiger ju att x € A,, for
alla heltal n > 1. Alltsa géller Ay N AsN--- = 0.

Ovning 1.7. Tag z € N\ {0}. Det betyder att = € N = {0,1,2,...} och
att « ¢ {0}, det vill séiga att = dr nagot av talen 1,2,3,.... I synnerhet giller
x€{1,2,...,2} = B, och dirmed = € ByUByU- - -. Eftersom x var godtycklig
visar detta att N\ {0} C By UByU---.

Omvint, antag att * € By U Bo U ---. Det betyder att det finns ett heltal
n>1saatt z € B, ={1,2,...,n}. I synnerhet giller z € {0,1,2,...} =N
och = ¢ {0}, det vill sdga z € N\ {0}. Detta visar att By UBaU--- C N\ {0}.

Ovning 1.8. Tag = € ((ANC)U(BNC°))° Det betyder att 2 € € och
¢ (ANC)U(BNC®). Alltsa har vi att x ¢ ANC och x ¢ BNC*. Det finns
nu tva mojligheter: z € C och = ¢ C.

I det forsta fallet, det vill siga x € C, maste x ¢ A eftersom om z € A sa skulle
x € AN C vilket dr falskt. Alltsa géller x € A, vilket tillsammans med z €
C ger att x € A°NC i detta fall. I synnerhet har vi att € (A°“NC)U(B°NC°).

I det andra fallet géller x € C° och da maste x € B¢ eftersom om = € B sa
skulle x € BN C*€ vilket &r falskt. Alltsa géller x € B¢ N C¢, och i synnerhet
e (A°NC)U (B°NCe).

I bada fallen géller alltsa x € (A°NC)U(BNC®), och eftersom z var godtycklig
sa visar detta att (ANC)U (BNC%))° C (A°NC)U (B°NCe).

Omvént, tag z € (A°NC)U (BN C°). Da giller x € A°NC eller x € B°NC*
(eller bada). Vi har alltsa dessa tva fall.

I det forsta fallet, det vill sdga x € A°N C, har vi att © ¢ A och x ¢ C°.
I synnerhet har vi att x ¢ AN C (eftersom =z ¢ A) och att + ¢ BN C®
(eftersom x ¢ C°). Alltsa tillhoér x varken AN C eller B N C¢, vilket betyder
att € (ANC)U (BN C))“.

I det andra fallet, det vill siga x € B°NC€ har vi att « ¢ B och att © ¢ C. Det
foljer att « ¢ ANC och att x ¢ BN C°. Alltsa giller x ¢ (ANC)U (BN C),
vilket betyder att x € (AN C)U (BNCY)".

I bada fallen har det alltsa visats att = € (AN C) U (BN C9))°, och eftersom
x var godtycklig visar detta att (A°NC)U(B°NC°) C ((ANC)U(BNC))".
Vi har alltsa visat att (ANC)U (BN C))° C (ANC)U(BNC*) och att (AN
C)U(BNC) C ((ANC)U (BN C))°ochdidrmed att (ANC)U (BNC))* =
(A°NC)U(B°NCe).



Ovning 2.1.

1. Antag att = + y = y. Det finns ett element —y sadant att y + (—y) = 0.
Addera elementet —y till bada sidor av z +y =y och fa z +y + (—y) =
y+(—y). Eftersom y+(—y) = 0 sa far vi z+0 = 0, och eftersom z+0 = x
sa ger detta att x = 0.

2. Antag att z # 0 och att x -z = y - z. Eftersom 2z # 0, sa finns ett element
27! saddant att z- 2z~ = 1. Vi kan multiplicera bada sidor av identiteten
z-z=vy-zmed z7tochfaz-z- 27 ' =y-2z-27!, det vill séiga z- 1 = -1,
och dérmed foljer z = y.
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3. Antag att y # 0 och att x -y = y. Da finns ett element y~ sadant att

y-y '=1Nufsljere=z-1=z-y-y =y -y =1
4. Antag att x+y = 0. Dagillery =y+0=y+z+(—2x) =0+ (—z) = —=z.

Ovning 2.2. Vi har att 4R4 och 7R7, det vill siiga xRz for alla z € A. Alltsa
ar R reflexiv.

Vidare, tag =,y € A och antag att zRy. Vi har da endast tva mojligheter:
x =1y =4 och x =y = 7 eftersom det endast &r for dessa kombinationer som
xRy géller. I bada fallen géller &ven yRx. For alla x,y € A giller alltsa att
om zRy sa yRx, det vill sdga R adr symmetrisk.

Till sist, tag «, y, z som uppfyller att 2Ry och yRz giller. Aterigen har vi bara
tva mojligheter for vilka x Ry och yRz géller: x =y =z=4ochz=y=2=171.
I bada fallen géller &ven xRz. Alltsa dr R transitiv.

Ovning 2.3. Att = iir reflexiv ér klart eftersom x = x for alla z € A. Vidare,
tag godtyckliga x,y € A och antag att z = y. Da géller naturligtvis &ven
y = x. Eftersom x och y var godtyckliga visar detta att for alla z,y € A
har vi att om x = y sa géller y = x. Detta betyder att = &r symmetrisk.
Till sist, tag z,y, z € A som uppfyller z = y och y = z, det vill séiga att x &r
samma element som y som ar samma element som z. Da har vi att  4r samma
element som z, det vill sdga x = z, vilket visar att = &r transitiv. Alltsa &r =
en ekvivalensrelation.

Ovning 2.4. Notera att 151, 252 och 393 alla giller, det vill siiga xSz giller
for alla x € S. Detta betyder att S &ar reflexiv. Tag x,y € B. Foljande fall

finns:
xSy  ySz

Y

1 sant sant
2 sant sant
3 falskt falskt
1 sant sant
2 sant sant
3
1
2
3

falskt falskt
falskt falskt
falskt falskt

sant sant
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Vi ser att i alla fall dar xSy &dr sant dr dven ySx sant. Alltsa ar S reflexiv.

Slutligen, tag x, y, z € B sadana att xSy och ySz. Vi delar in dessa mojligheter
itre fall: xt =1, x =2 och x = 3.

I fallet = 1 finns foljande mojligheter for att xSy och ySz ska kunna gilla:
{ly=1z=1}{y=12=2}, {y=2,2 =1} och {y =2,z = 2}. T alla fyra
delfall galler z.5z.

I nésta fall, ddr x = 2 finns mojligheterna {y = 1,z = 1}, {y = 1,z = 2}
{y =2,z =1} och {y = 2,z = 2}. For alla fyra mojligheterna géller z.5z.

Det sista fallet &r x = 3. Hér finns bara en mdojlighet, ndmligen att y = z = 3.
I detta enda fall géller zSz.

Nu har det alltsa visats att for alla x,y, z € B sadana att xSy och ySz géller,
har vi d&ven att xSz géller. Alltsa &r S transitiv.

Ovning 2.5. Tag = € Z. Da giiller 2 = 2+ 0-n, det vill siiga z = = (mod n).
Eftersom z var godtycklig visar detta att for alla x € Z géller x = = (mod n).
Alltsa ar relationen reflexiv.

Tag godtyckliga x,y € Z. Antag att z = y (mod n). Det betyder per definition
att det finns ett heltal k sadant att x = y + kn. Nu giller y = = + (—k) - n,
det vill séiga y = x (mod n). Detta visar symmetrin.

Till sist, tag =,y, z € Z. Antag att x =y (mod n) och y = z (mod n). Alltsa
antar vi att det finns heltal k1 och ks sddana att x = y+ kin och y = z + kon.
Nu giiller = 2z + (k1 + ko)n, det vill siga x = 2z (mod n). Alltsa ér relationen
transitiv.

Ovning 2.6. Tag = € A. Eftersom A = A; U--- U A,, sa maste det finnas
ett heltal Kk med 1 < k < n sadant att x € Ay. Eftersom = var godtycklig sa
betyder detta att xRz for alla x € A, det vill sédga att R ar reflexiv.

Tag x,y € A och antag att zRy. Da finns ett heltal kK med 1 < k < n sadant
att x € Ay och y € Ay. Givetvis giller da ocksa yRz. Alltsa &r R symmetrisk.

Till sist, tag x,y, z € A och antag att Ry och yRz. Det betyder att det finns
tva heltal k1 och ko, med 1 < k1 < n och 1 < ky < n sadana att z,y € Ay,
och y,z € Ap,. Det vill visa nu &r att z € A,. Antag att z ¢ Ay,. Da maste
Ay, och Ay, vara olika méngder och didrmed disjunkta, men att y € Ay, N Ay,
motséger att de ar disjunkta och alltsa maste z € Ay, . Alltsa géller x, 2z € Ay,
det vill sdga xRz, och eftersom x,y, z var godtyckliga sa visar detta att R &r
transitiv.

(Ekvivalensklasserna till R dr naturligtvis méngderna A, Ao, ..., Ay.)

Ovning 2.7. Borja med att notera att A = {1,2,3,...}. Tag z,y € A. Lat
m vara det storsta av talen x och y. Givetvis géller da © € A, och y € A,,,
det vill sdga xRy. Eftersom z,y var godtyckliga visar detta att xRy for alla
x,y € A. Det &r alltsa en relation déar alla element é&r relaterade till varandra
(och till sig sjélva). Detta far till f6ljd att R maste vara en ekvivalensrelation.
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Om man vill visa att de tre villkoren &r uppfyllda kan det se ut pa féljande
sitt. Eftersom xRy for alla z,y € A sa géller 1 synnerhet zRx for alla x € A,
det vill séiga R &r reflexiv. Vidare, tag z,y € A och antag att xRy. Eftersom
alla element &r relaterade till varanda sa géller yRx, och R dr symmetrisk. Till
sist, tag x,vy, 2z € A och antag att xRy och yRz. Eftersom xRz alltid géller sa
far vi att R &r transitiv.

Ovning 2.8. Notera att 1R2 eftersom 1,2 € A;. Vidare har vi att 2R3 ef-
tersom 2,3 € Az, men déremot ligger inte bade 1 och 3 bada samtidigt i ndgon
av mangderna Aj, Asg, ..., A,. Det betyder att 1R3 inte géller. Alltsa &r R inte
transitiv.

11



